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Streszczenie 

Wyklad przedstawia nowcj. (wedlug wiedzy autora) interpretacja prawdopodobienstwa, 
ktora nic posiada szeregu wad powszechnie stosowanej interpretacji cz^stosciowej. Wyklad 
pokazuje, ze interpretacja cz^stosciowa nie jest wiarygodna w przypadku braku danych 
oraz rnalej i sredniej liczby danych i tlnmaczy przyczyn§ tego zjawiska. Przyczyn^, t^ jest 
nicliniowy charakter tej interpretacji ktory powoduje, ze dane o jednakowej wadze wply- 
waj^ na prawdopodobienstwo w niejednakowy sposob. Fakt ograniczonej wiarygodnosci 
cz^stosciowej interpretacji prawdopodobienstwa w omawianym przypadku nie swiadczy 
jednak, ze interpretacja ta jest calkowicie bl^dna, bowicm jej wiarygodnosc wzrasta z 
liczby danych i przy odpowiedniej licznosci danych jej wyniki stajg, si§ wiarygodne. Nowa, 
kompletnosciowa interpretacja prawdopodobienstwa przedstawiona w wykladzie dostar- 
cza wiarygodne wyniki zarowno w przypadku braku danych jak i w przypadku rnalej, 
sredniej, i duzej liczby danych. Interpretacja ta ma charakter liniowy w tym sensie, ze 
dane o jednakowej wadze w jednakowy sposob wplywaj^ tu na prawdopodobienstwo hi- 
potezy. Zakres jej dokladnosci jest wi^c wi^kszy niz zakres interpretacji cz^stosciowej. 
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1 Wprowadzenie 

Teoria prawdopodobienstwa jest chyba najstarsztp choc nie jedyn^ (systemy rozmyte Za- 
deha [12, 21], teoria wiary Dempster a-Schafer a [19], teoria mozliwosci Duboisa i Prade 
[4], teoria Ink informacyjnych Yakova [20]). 

Pierwsz^, interpretacje prawdopodobienstwa podal Laplace [13] w 1814 roku (inter- 
pretacja klasyczna). Od tego czasu wydano tysi^ce ksi^zek i artykulow na temat praw- 
dopodobienstwa. Teoria ta jest nauk^ wykladan^ na tysi^cach uczelni i powszechnie sto- 
sowan^ w praktyce, np. w badaniach statystycznych. St^d wydawac by sie moglo, ze 
jest nauk^ silnie ugruntowan^, nauk^ o silnych podstawach, nie budz^c^, zadnych w^t- 
pliwosci. Okazuje sig jednak, ze prawda jest zupelnie inna. Niepewnosc co do tego czyrn 
jest prawdopodobienstwo jest obecnie bardzo duza. Sformulowano bowiern wiele pytah, 
w^tpliwosci i przedstawiono wiele paradoksow wynikaj^cych z obecnego rozumienia (inter- 
pretacji) prawdopodobienstwa. Z tego wzgl^du niektorzy naukowcy uwazaj^,, ze obecna 
teoria prawdopodobienstwa poniosla przynajmniej cz^sciow^ kl§sk§. Przykladem takiej 
opinii jest wydana w 2009 roku ksi^zka o wymownym tytule „The search for certainty. On 
the clash of philosophy of probability” napisana przez profesora LTniversity of Washing¬ 
ton Krzysztofa Burdzy [1], Ksi^zka ta wzbudzila ozywion^, dyskusje prowadzon^, glownie 
na stronach internetowych [6, 10]. Niektorzy naukowcy gor^co popieraj^ opinig profesora 
Burdzy, inni si§ jej sprzeciwiaj^, chociaz raczej w sposob umiarkowany. Powoluj^ sie przy 
tym na fakt praktycznych korzysci ze stosowania obecnej teorii prawdopodobienstwa w 
statystyce. Jednak pogl^dy prof. Burdzy nie s^ odosobnione. W literaturze przedmiotu 
mozna znalezc wide przykladow i paradoksow pokazuj^cych slabe strony obecnej teorii 
prawdopodobienstwa. Spotyka sie nawet opinie krahcowe jak: probability does not exist” 
(prawdopodobienstwo nie istnieje), „no matter how much information you have, there is 
no scientific method to assign a probability to an event” (niezaleznie od tego ile posiadasz 
informacji, nie istnieje zadna naukowa rnetoda przyporz^dkowania prawdopodobienstwa 
zdarzeniu), wypowiedziana przez slawnego probabiliste de Finettiego w [5]. Ze wzgl^du na 
ch^c ograniczenia obj^tosci ninicjszego wykladu nie mozna przedstawic w nim wszystkich 
krytycznych uwag dotycz^cych wspolczesnej teorii prawdopodobienstwa. Jednak zainte- 
resowany czytelnik latwo rnoze je znalezc w ksi^zce prof. Burdzy [1], w ksi^zkach innych 
autorow [11, 18], jak i na licznych stronach internetowych, np. [7, 8]. 

Przede wszystkim, zaskakuj^cym jest, ze rnirno, iz zyjerny juz w XXI wieku, to nie wia- 
domo jeszcze czyrn naprawde jest prawdopodobienstwo, bowiern wsrod naukowcow nie rna 
na ten temat zgodnosci choc intuicyjnie wydaje nam si§, ze rozumiemy jego istot^. Jednak 
w miar§ zagl^biania sie w problematyke prawdopodobienstwa kazdy zaczyna stopniowo 
sobie uswiadamiac jak trudny jest to temat. Istnieje wiele szkol naukowych interpretuj%- 
cych (wyjasniaj^cych) prawdopodobienstwo w rozny sposob. Poszczegolne interpretacje 
prawdopodobienstwa staraj^, sie wypelnic braki innych interpretacji. Ponizej podane s^, 
glowne interpretacje z krotkimi komentarzami prof. Burdzy [1], Z interpretacjami praw- 
dopodobienstwa mozna tez zapoznac si§ w ksi^zkach Khrennikova [11] i Rocchiego [18] 
b^dz na stronach internetowych [8] i w encyklopediach naukowych [7]. 

1. Klasyczna teoria prawdopodobienstwa (Laplace, 1814 [13]), 

„Wedlug teorii klasycznej prawdopodobienstwo jest symetri^”. 

2. Logiczna teoria prawdopodobienstwa (Carnap, 1950 [2]), 

„Wedlug teorii logicznej prawdopodobienstwo jest ,slab^’ implikacj^”. 
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3. Cz^stosciowa teoria prawdopodobienstwa (von Mises, 1957 [15]), 

„Wedlug teorii cz^stosciowej prawdopodobienstwo jest cz^stosci^ w dlugirn ci^gu 
zdarzen”. 

4. Subiektywna teoria prawdopodobienstwa (de Finetti, 1975, [5]), 

„Wediug snbiektywnej teorii prawdopodobienstwo jest opini^ osoby”. 

5. Sklonnosciowa (propensity) teoria prawdopodobienstwa (Popper,1957, [17]), 
„Wedtug teorii sklonnosciowej prawdopodobienstwo jest cech^ fizykaln^”. 

Nie s^ to wszystkie interpretacje prawdopodobienstwa lecz najbardziej znane. Po- 
szczegolne interpretacje silnie si§ rozni^ i rnaj c\ swoich zaci^tych zwolennikow. Istnieje tez 
bardzo ciekawa, kompromisowa interpretacja prof. Hajek’a [7] w opinii ktorego kazda z 
powyzszych interpretacji jest cz^sci^, pewnej, zlozonej prawdy o prawdopodobienstwie i 
pokazuje jedn^ z jego wielu twarzy. W praktyce najcz^sciej stosowanymi, wyktadanymi na 
uczelniach, i dlatego najbardziej znanymi interpretacjarni sq,: interpretacja klasyczna oraz 
cz^stosciowa. Dlatego interpretacje te zostan^ w skrocie przedstawione i skomentowane w 
nastypnym rozdziale. 

2 Klasyczna i cz^stosciowa interpretacja prawdopo¬ 
dobienstwa 

Klasyczna interpretacja, ktorej glownym tworc^, jest Laplace [13] „przypisuje prawdo¬ 
podobienstwo w sytuacji brakn jakiegokolwiek materialu dowodowego (ewidencji) b^dz 
tez na podstawie symetrycznie zrownowazonej ewidencji. Zaklada si§ tutaj rownomierny 
rozdzial prawdopodobienstwa pomi^dzy wszystkie mozliwe wyniki (co nie jest prawda w 
przypadkn wielu problemow rzeczywistych - uwaga autora), tak wi§c klasyczne prawdopo¬ 
dobienstwo zdarzenia jest po prostu ulamkiem wynikaj^cym z calkowitej liczby mozliwosci 
pod jakimi dane zdarzenie moze zaistniec” [7]. „Matematycznie mozna to sformulowac w 
sposob nastypujc|cy: jesli przypadkowy eksperyment moze zakonczyc si§ N wzajemnie wy- 
kluczaj^cyrni si<g i rownie prawdopodobnymi wynikami i jesli Na z tych wynikow stanowi 
realizacj§ zdarzenia A, to prawdopodobienstwo A jest zdefiniowane przez: 

N a 

P(A ) = ^- ( 1 ) 

Definicja klasyczna posiada dwa glowne ograniczenia. Po pierwsze, mozna jg, stoso- 
wac tylko w sytuacjach, w ktorych istnieje ,skonczona’ liczba mozliwych wynikow. Ale 
pewne wazne probabilistyczne eksperymenty, takie jak rzucanie monet^ do momentu po- 
jawienia si§ reszki rnogcj rniec nieskonczon^ liczby wynikow. A po drugie, nalezy wczesniej 
sprawdzic, czy wszystkie mozliwe wyniki sg, jednakowo prawdopodobne nie wykorzystu- 
j^,c poj^cia prawdopodobienstwa w celu unikni^cia cyrkularnosci definicji - na przyklad 
posluguj^c si§ symetri^” [7]. Proby poprawienia klasycznej interpretacji i usunigcia cho- 
ciazby niektorych jej wad podj<;li si§ ,frekwentysci’, ktorych glownym przedstawicielem 
byl von Mises [15]. „Frekwentysci twierdz^, ze prawdopodobienstwo zdarzenia to jego 
wzglgdna cz^stosc czasowa [7], to znaczy, wzgl^dna cz^stosc jego zachodzenia stwierdzona 
po powtorzeniu procesu wielkq, liczby razy w podobnych warunkach .... Jesli przez tia 
oznaczymy liczby zajscia zdarzenia Awn probach, to jesli zachodzi (2): 




mowimy, ze P(A) = p [7]”. 

Cz^stosciowa interpretacja prawdopodobienstwa nazywana jest takze interpret acjq 
dlugiego ciqgu zdarzen (long-run frequency interpretation). W praktyce nie mozna jednak 
nigdy przeprowadzic niekonczonej liczby eksperymentow. Z tego wzgl^du w praktyce sto- 
sowana jest tzw. czqstosciowa interpretacja skonczonego ciqgu zdarzen (finite-frequency 
interpretation), w ktorej opieramy si§ na takiej liczbie n eksperymentow jakq realnie ma- 
rny do dyspozycji [7]. Wedlug tej interpretacji estymat^ prawdopodobienstwa obliczamy 
ze wzoru (3): 

P(A) = —, (3) 

n 

gdzie: n - liczba skonczona. 

3 Gtowne zarzuty wzgl^dem klasycznej i cz^stoscio- 
wej interpretacji prawdopodobienstwa 

Jak wspomniano w rozdziale 1 istnieje 5 glownych interpretacji prawdopodobienstwa i 
wzgl^dem kazdej z nich istniejq bardzo powazne zastrzezenia. Ze wzgl^du na ograniczo- 
nosc wykladu przedstawione zostanq niektore zastrzezenia tylko wzglqdem interpretacji 
klasycznej i cz^stosciowej. 

1 . 

’’Poniewaz klasyczna definicja dotyczy tylko tych sytuacji w ktorych wszystkie wyniki sq 
jednakowo ,mozliwe’ to nie mozna jest stosowac do pojedynczego rzutu lub wielokrotnych 
rzutow asymetrycznq monetq” [1]. 

2 . 

„Klasyczna definicja wydaje si§ bye cyrkularnq, poniewaz odnosi si§ ona do jednakowo 
mozliwych przypadkow” - i tak prawdopodobienstwo definiowane jest z uzyeiem poj^cia 
prawdopodobienstwa” [1]. 

3. 

„Wedlug frekwentystow skonczonego ciqgu zdarzen, rnoneta, ktora nigdy nie byla rzucona 
i stqd brak dla niej jakiejkolwiek ewideneji zdarzen, nie posiada w ogole prawdopodobien¬ 
stwa reszki; jednak nie mozna powiedziec, ze rnoneta, ktora nigdy nie byla pomierzona 
nie posiada z tego powodu srednicy” [7]. 

4. 

„Wedlug teorii cz^stosciowej nie mozna stosowac poj^cia prawdopodobienstwa do poje- 
dynezyeh zdarzen” [1], takich jak pojedynezy rzut monetq. .. rnoneta rzucona jeden raz 
dostareza wzglqidnq cz^stosc reszki albo 0 albo 1, niezaleznie od tego jak silnic jest asy- 
metryezna, ..., jest to tzw. ,problem pojedynczego przypadku’ [7]. Czy mamy z faktu, ze 
w pojedynczym rzucie wypadl orzel wnioskowac, iz prawdopodobienstwo orla wynosi 1? 
Taki wlasnie wniosek sugeruje teoria cz^stosciowa. Bylby on wysoce pochopny i przed- 
wczesny. Rozpatrzmy, jako drugi przyklad, przyklad lekarza, ktory chce okreslic prawdo¬ 
podobienstwo zachorowania na nowotwor pluc pod wplywem palenia papierosow. Lekarz 
ten zaezyna w swojej bazie danych gromadzic informaeje o pacjentach. Zalozmy, ze na 
poczqtku zetknql si^ tylko z jednyrn paejentem, ktory mimo palenia papierosow jest zdro- 
wy. Wniosek, jaki sugeruje cz^stosciowa interpretacja rnialby w takim przypadku postac: 
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,,prawdopodobienstwo nowotworu pluc u osoby palgcej wynosi zero”. Takie wnioskowanie 
byloby oczywiscie nonsensem. Powyzsze przyklady pokazaly, ze cz^stosciowej interpreta- 
cji prawdopodobienstwa rzeczywiscie nie mozna stosowac do pojedynczego przypadku. Co 
jednak, jesli przypadkow jest wi^cej, 2, 3 , ..., 10? Okazuje si§, ze cz^stosciowa interpre- 
tacja prawdopodobienstwa rowniez dla malej liczby przypadkow daje wgtpliwe, a czasem 
zupelnie niewiarygodne wyniki. Zalozmy, ze rzucilismy monetg 5 razy i za kazdyrn razern 
wypadl orzel. Interpretacja cz^stosciowa sugeruje w takim przypadku prawdopodobien- 
stwo orla rowne 1 a reszki rowne 0. Zalozmy, ze lekarz z podanego wczesniej przykladu rna 
swojej bazie danych 10 pacjentow, ktorzy mirno palenia znacznej liczby papierosow dzien- 
nie nie rriajg nowotworu pluc. Cz^stosciowa interpretacja sugeruje w takim przypadku 
prawdopodobienstwo rowne 1 dla hipotezy: „Palenie papierosow nie wywoluje nowotwo¬ 
ru pluc”. Oczywiscie, nikt z nas nie zaakceptowalby takiego wyniku badawczego. Widac 
wi^c wyraznie, ze w przypadku malej liczby dowodow interpretacja cz^stosciowa nie moze 
bye stosowana. Wiarygodnosc dostarczanych przez nig, wynikow jest wgtpliwa. Stgd wielu 
naukowcow uwaza, ze „prawdopodobienstwa pojedynezyeh przypadkow sg nonsensarni”, 
Hajek w [7]. Jednak nie jest to prawdg. Zaproponowana w niniejszym artykule nowa in¬ 
terpretacja prawdopodobienstwa pokaze, ze problem pojedynczego przypadku moze bye 
wiarygodnie rozwigzany. 

5. Osobliwosci cz^stosciowej interpretaeji prawdopodobienstwa przy jednorodnych dowo- 
dach. 

Rozwazmy ponownie przyklad lekarza, ktory zamierza okreslic prawdopodobienstwo hipo¬ 
tezy h „palenie papierosow zwi^ksza ryzyko nowotworu pluc”. Anty-hipotezg NOT h = h 
jest „palenie papierosow nie zwi^ksza ryzyka nowotworu pluc”. Lekarz po pewnym okre- 
sie zbierania danych posiada w swej bazie dane o n — 50 pacjentach, z ktorych wszyscy 
palili papierosy ale zaden nie rnial nowotworu pluc. Z tego wzgl^du wszyscy ci paejen- 
ci sg potwierdzeniami anty-hipotezy h, stgd nj, = 0 a n-^ = 50. Odpowicdnio, stosujgc 
cz^stosciowa interpretacja, otrzymujemy nast^pujgce wartosci prawdopodobienstw: 

Ph = n h/ n = 0/50 = 0 oraz pp = njjn = 50/50 = 1. 

Z powyzszego wynika trudny do zaakceptowania wniosek: „palenie papierosow nie 
zwigksza ryzyka nowotworu pluc” z prawdopodobienstwem 1. Zgodzimy si§ chyba wszyscy 
ze stwierdzeniem, ze powyzszy wniosek bylby falszywy. Jednak taki wlasnie bezposredni 
wniosek sugeruje nam cz^stosciowa interpretacja prawdopodobienstwa. Jak zobaezymy 
pozniej, nowa, kompletnosciowa interpretacja sugeruje wniosek znaeznie rozsgdniejszy. 
Podobng sytuacj^ mozna zaobserwowac na przykladzie rzutu monetg. Zalozmy, ze we 
wszystkich n = 10 rzutach moneta, ktore wykonalismy wypadla reszka. Bezposredni wnio¬ 
sek, jaki sugeruje nam interpretacja cz^stosciowa dotyezgey prawdopodobienstwa reszki 
Ph to: 


Ph = n h /n = 10/10 = 1. 

Wniosek ten oznaezalby calkowitg dominacj^ reszki w monecie, co praktycznic si§ 
nie zdarza. Co jest przyczyng takich bl^dnych sugestii dostarczanych przez interpretacja 
cz^stosciowg? Przyczyng jest bl^dny wzor p h = nh/n do obliczania prawdopodobienstwa 
podawany przez t§ interpretacja. Niclogicznosc tego wzoru ilustruje rys. 1. 

Wzor ph = nh/n pozornie wydaje si§ bye wzorern liniowym wzgl^dem rih, bowiem w 
jego liezniku wyst^puje liezba dowodow popierajgcych hipotezy h. Stgd mozna by sgdzic, 
ze kazde kolcjne potwierdzenie tej hipotezy zwi^ksza jej prawdopodobienstwo o tg sarng 
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n n h + n-p 


Rysunek 1: Funkcyjna powierzchnia prawdopodobienstwa hipotezy h obliczanej na pod- 
stawie wzoru ph = rih/n = nhj{rih + n-p) sugerowanego przez cz^stosciow^ interpretacj^ 
prawdopodobienstwa. Oznaczenia: n - sumaryczna liczba potwierdzen (dowodow), - 
liczba potwierdzen hipotezy h, n-p - liczba potwierdzen anty-hipotezy h, Usec ~ pewna 
stala liczba potwierdzen (usec — const). 

wartosc 1/n. Jednak tak nie jest. Liczba potwierdzen rih hipotezy wystypuje takze w mia- 
nowniku, mamy wi§c: ph = nhj{rih + n h )• Z tego wzgl^du zaleznosc prawdopodobienstwa 
hipotezy p h od liczby rp, jej potwierdzen jest nicliniowa, a to wlasnie wywoluje szereg 
nielogicznosci. Zwrocmy np. uwag§ na sytuacj§, gdy brak jest jakichkolwiek dowodow 
potwierdzaj^cych prawdziwosc anty-hipotezy h (to znaczy = 0), ale istniej^ dowody 
poparcia hipotezy h (rih > 0). Sytuacji tej odpowiada pionowa sciana na rys. 1. Jezcli 
nie posiadamy zadnych dowodow ani na poparcie hipotezy h ani na poparcie jej anty- 
hipotezy h, to znaczy rih = 0 oraz n-p = 0, wowczas wedlug cz^stosciowej interpretacji 
prawdopodobienstwo ph hipotezy h jest nieokreslone. Jesli jednak zdobpdziemy chociaz 
jeden, jedyny dowod popieraj^cy t§ hipotezy to wartosc jej prawdopodobienstwa staje si§ 
znana i rna ono wartosc ph = 1, co przeciez oznacza pewnosc. Jezeli zdob^dziemy np. 10 
dowodow na poparcie hipotezy h przy braku dowodow na poparcie jej anty-hipotezy h 
(nh = 10, n-p = 0) to prawdopodobienstwo hipotezy nie ulega zadnym zmianom i dalej 
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wynosi Ph — 1. Jezeli posiadac b^dziemy 1000 dowodow na poparcie hipotezy h, przy bra- 
ku dowodow dla anty-hipotezy h (rih = 1000 , rip = 0 ), to wartosc ph pozostaje w dalszym 
ci^gu rowna 1. Zastanowmy si§ jednak, czy liczba dowodow na poparcie dowolnej hipo¬ 
tezy powinna wplywac na wartosc prawdopodobienstwa ph tej hipotezy czy nie? Wediug 
cz^stosciowej interpretacji prawdopodobienstwa, w pewnych sytuacjach liczba dowodow 
jest bez znaczenia, w innych natomiast ma znaczenie (gdy pocz^tkowa liczba dowodow 
rih > 0 oraz rip > 0. Czy jest to logiczne? Na pewno nie. Jak pokazane b^dzie w na- 
stypnych rozdzialach, nowa kompletnosciowa interpretacja prawdopodobienstwa daje pod 
tym wzgl^dem o wide bardziej logiczne, zrozumiale i akceptowalne wyniki. 

6 . Fluktuacje prawdopodobienstwa przy rnalej liczbie dowodow. 

Autor wykonal eksperyment dziesi^ciu rzutow monet^ uzyskuj^c nastypuj qce wyniki (O- 
orzel, R- reszka): (0,R,0,0,0,R,0,R,R,0). W tabeli 1 pokazano wartosci prawdopodo¬ 
bienstwa cz^stosciowego: rih/n. 


Wynik rzutu 

n h 

n 

Ph = n h /n 

O 

0 

1 

0 

R 

1 

2 

1/2 = 0.500 

O 

1 

3 

1/3 = 0.333 

O 

1 

4 

1/4 = 0.250 

O 

1 

5 

1/5 = 0.200 

R 

2 

6 

2/6 = 0.333 

O 

2 

7 

2/7 = 0.286 

R 

3 

8 

3/8 = 0.375 

R 

4 

9 

4/9 = 0.444 

O 

4 

10 

4/10 = 0.400 


Tabela 1: Wartosci prawdopodobienstwa ph = rih/n obliczanego wediug cz^stosciowej 
interpretacji prawdopodobienstwa po kazdyrn z kolejnych rzutow monet^ z serii 10 rzutow 
dla serii (0,R,0,0,0,R,0,R,R,0), gdzie: R - reszka, O - orzel, rih - liczba reszek, n - 
liczba rzutow. 

Na rys. 2 pokazano natomiast wykres wartosci estymat prawdopodobienstwa rih/n hi¬ 
potezy h (w monecie dominuje reszka) podanych w tabeli 1. Wynik pojedynczego rzutu 
moze bye nazywany potwierdzeniem (pojedynczym dowodem) hipotezy h (‘przewaza resz¬ 
ka’) albo potwierdzeniem anty-hipotezy (‘nie przewaza reszka’ lub rownowaznie ‘przewaza 
orzel’). 

Jak mozna zauwazyc na rys. 2 wartosci estymat prawdopodobienstwa ulegaj^ znaez- 
nym wahaniom po kazdyrn kolcjnym rzucie. Estymat a prawdopodobienstwa dostareza- 
na przez interpretacji czistosciow^, przypomina wi^c niezdecydowan^ osobi, ktora zbyt 
szybko i zbyt pochopnie wyci^ga wnioski po uzyskaniu kazdej nowej wiadomosci. Z tego 
wzgl^du musi je potern znaeznie korygowac. 

7. Fluktuacje prawdopodobienstwa przy duzej liczbie dowodow. 

Wediug czistosciowej interpretacji prawdopodobienstwa 0 pieraj 3 .eej si<g na wiclkicj liczbie 
dowodow (wynikow eksperymentow, probek) prawdziwa, dokladna wartosc prawdopodo¬ 
bienstwa moze bye poznana po dokonaniu ogromnej liezby eksperymentow (teoretyeznie 




pi, = n h / n 



Rysunek 2: Wykres wartosci estymat prawdopodobienstwa ph = n^jn hipotezy h (dominu- 
je reszka) obliczonych po kazdym kolejnym rzucie dla sekwencji (0,R,0,0,0,R,0,R,R,0) 
jako przyklad znacznych fluktuacji prawdopodobienstwa obliczanego na podstawie inter- 
pretacji cz^stosciowej, gdzie n ^ oznacza liczby reszek po n rzutach. 

nieskonczenic wielkiej liczby eksperymentow). Niestety, doswiadczenia przeprowadzone 
przez naukowcow wykazaly, ze nawet przy ogromnej liczbie eksperymentow nie zawsze 
dochodzi do ustabilizowania si§ prawdopodobienstwa i obserwnje si§ jego nieustanne fluk- 
tuacje, patrz np. Larose [14], Zjawisko to ilustruje rys. 3. 



Rysunek 3: Zjawisko fluktuacji wartosci prawdopodobienstwa obliczanego na podstawie 
cz^stosciowej interpretacji prawdopodobienstwa (ph = nh/n ) obserwowane po wielkiej 
liczbie prob. 

Jak wykazaly analizy przeprowadzone przez autora glown^, przyczyn^ znacznych fluk¬ 
tuacji prawdopodobienstwa pojmowanego jako cz^stosc wzgl^dna jest sarna postac wzoru 
Ph = nh/{rih + n-ji) stosowanego przez cz^stosciow^, interpretacji prawdopodobienstwa do 
obliczania prawdopodobienstwa a nie przyczyny obiektywne. Dotyczy to zarowno przypad- 
ku malej jak i wielkiej liczby eksperymentow. W przypadku nowej interpretacji prawdopo- 
dobienstwa fluktuacje przy malej liczbie dowodow s^, znacznie mniejsze niz w przypadku 
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interpretacji cz^stosciowej a przy wielkiej liczbie praktycznie nie wystypuj q, co potwierdza 
wystypowanie zjawiska stabilizacji prawdopodobienstwa. 

8 . ‘Niesprawiedliwosc’ i niclogicznosc cz^stosciowej interpretacji prawdopodobienstwa. 
Zalozmy, jak w punkcie 6, ze dysponujemy wynikami eksperymentu rzutu rnonetq w for- 
mie sekwencji wynikow (0,R,0,0,0,R,0,R,R,0). W tabeli 2 przedstawiono wyniki ob- 
liczen estymaty prawdopodobienstwa ph hipotezy h (przewaza reszka) oraz zrnian A ph 
tego prawdopodobienstwa po kazdym kolejnym rzucie, a wi^c po dostarczeniu kolejnych 
potwierdzen bqdz zaprzeczen hipotezy. 


Wynik rzutu 

n h 

n 

Ph = n h /n 

zrniana A p^ 

O 

0 

1 

0 

— 

R 

1 

2 

1/2 = 0.500 

+0.500 

O 

1 

3 

1/3 = 0.333 

-0.167 

O 

1 

4 

1/4 = 0.250 

-0.083 

O 

1 

5 

1/5 = 0.200 

-0.050 

R 

2 

6 

2/6 = 0.333 

+0.133 

O 

2 

7 

2/7 = 0.286 

-0.047 

R 

3 

8 

3/8 = 0.375 

+0.089 

R 

4 

9 

4/9 = 0.444 

+0.069 

O 

4 

10 

4/10 = 0.400 

-0.044 


Tabela 2: Wartosci prawdopodobienstwa ph = nj-Jn hipotezy h o dominacji reszki i zrnian 
prawdopodobienstw A ph nastqpujqcych po kazdym kolejnym rzucie (wzglqdem poprzed- 
nicgo rzutu) w serii 10 rzutow (0,R,0,0,0,R,0,R,R,0) obliczanych na podstawie czysto- 
sciowej interpretacji prawdopodobienstwa, gdzie rih oznacza liczb§ reszek po n rzutach, R 
oznacza reszk§, O oznacza orla. 

Jak mozna zauwazyc w tabeli 2, w drugim rzucie wypadla reszka powodujqc przyrost 
A ph = 0.5. W dalszym ciqgu reszka ta b^dzie nazywana reszkq R2. Kolcjna reszka wypa¬ 
dla w rzucie 6 (reszka R6) i spowodowala wzrost prawdopodobienstwa reszki A pt = 0.133, 
a wi^c o wartosc znacznic nmiejszq niz reszka R2. Trzecia reszka R8 spowodowala zrnianq 
cz^stosciowego prawdopodobienstwa o jeszcze mniejszq wartosc A p h = 0.089, a ostatnia 
reszka R9 spowodowala zrnianq najnmicjszq, wynoszqcq jedynie A p^ = 0.044. Poniewaz 
kazda z kolejnych reszek wywolywala roznq zmianq prawdopodobienstwa A ph, to z faktu 
tego wynika, ze kazda z tych reszek ma inne znaczenie dowodowe dla oceny prawdopodo- 
bienstwa. Czy jest to logiczne i ‘sprawiedliwe’? Dlaezego wynik jednego rzutu monetq ma 
bye wazniejszy od wyniku innego rzutu rnonetq? Jest to z pewnosciq niclogiczne i trud- 
no byloby zjawisko to uzasadnic. Zjawisko roznej wagi dowodow zaleznie od ich pozycji 
w sekwencji dowodow znane jest pod nazwq ‘problemu porzqdku sekwencji’ (sequence¬ 
ordering problem) i zauwazone zostalo i opisane przez wiclu naukowcow, np. w [1, 7]. Jak 
pokazane b^dzie w dalszej cz^sci wykladu zjawisko to nie wyst^puje w przypadku nowej, 
proponowanej interpretacji prawdopodobienstwa, gdzie kazdy kolcjny, pojedynezy dowod 
zmicnia estymaty prawdopodobienstwa o takq sarnq wartosc. 
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4 Nowa, kompletnosciowa interpretacja prawdopodo- 
bienstwa 

W dalszym ci^gu przedstawiona zostanie nowa (wedlug wiedzy autora) kompletnosciowa 
interpretacja prawdopodobienstwa [16], ktora nie posiada szeregu wad interpretacji cz^sto- 
sciowej. Nalezy przede wszystkim zwrocic uwag§ na fakt, ze wzor = rij-Jn proponowany 
przez cz^stosciow^ interpretacja prawdopodobienstwa jest cz^sciowo bl^dny, choc nie cal- 
kowicie. Pozwala on obliczyc wiarygodne wartosci prawdopodobienstwa tylko dla dnzej 
lub bardzo dnzej liczby probek. Wyjasnia to praktyczn^, uzytecznosc cz^stosciowej inter¬ 
pretacji w statystyce, gdzie mozemy dysponowae wi^kszym rnaterialem ewidencyjnym. 
Natomiast, jak pokazano w poprzednim rozdziale wzor ten nie nadaje si§ do estymowania 
prawdopodobienstwa dla braku oraz rrialej liczby probek (dowodow), a wi^c nie potrafi 
modelowac pewnej klasy problemow realnie wyst^pnj^cych w praktyce. Dodatkowo, jego 
nieliniowa forma matematyczna jest powodem znacznej flnktuacji prawdopodobienstwa 
wyst^pnj^cej przy kazdej liczbie probek. Generalnie, cz^stosciowa interpretacja spraw- 
dza si§ w jednyrn zakresie liczby probek, w innym natomiast nie. Jest wi^c interpretacja 
niedoskonal^, wymagaj^c^ korekty. Wydaje si§, ze przyczyn^ cz^sciowej wadliwosci tej in¬ 
terpretacji jest brak pewnego waznego elementu w jej koncepcji. Antor proponnje nadac 
temu clcmentowi nazw§ kompletnego zbiorn ewidencyjnego lub w skrocie kompletnosci 
ewidencyjnej (evidential completeness - EC). 

Prawdopodobienstwo ma w j^zyku polskim doslowny sens ‘podobienstwa do praw- 
dy’. St^d, jesli chcemy okreslic prawdopodobienstwo rozpatrywanej hipotezy h d0tycz3.eej 
jakiegos zdarzenia na podstawie materialu ewidencyjnego potwierdzaj^cego (b^dz nie) 
prawdziwosc tej hipotezy musimy wiedziec jaki powinien bye kompletny material dowo- 
dowy ECh (kompletnosc ewidencyjna hipotezy), ktory w pelni potwierdzilby prawdziwosc 
tej hipotezy. 

Rozpatrzmy teraz przypadek dyskretny. Zalozmy, ze dyskretna zmienna probabili- 
styezna X moze w przyszlym zdarzeniu przyj^c k wartosci. Na przyklad, jesli zmienna 
A" reprezentuje wynik zdarzenia ‘rzut kostk^j to mozliwych jest 6 wynikow. Przed rzutem 
mozemy zatem sformulowac 6 hipotez dotycz^cych realizaeji przyszlego zdarzenia: h\ = 1 
oezko, /dj = 2 oezka, ..., — 6 oczek. Natomiast w ogolnym przypadku dyskretnym mo¬ 

zemy sformulowac k hipotez dotycz^cych wyniku zdarzenia. Zbior H wszystkich hipotez 
b^dzie rniec form§ jak ponizej. 

H = {h* 1: h* 2 ,...,h* k } 

Kazdy zbior hipotez o skonezonej licznosci mozna przetransformowac w 2-clcmentowy, 
binominalny zbior hipotez: 

H = {h, NOT h} = {h,h} 

gdzie: h = h*, h = NOT h*, i — 1,..., k. 

Na przyklad, w przypadku rzutu kostk^ mozemy oddzielnic badac prawdopodobien- 
stwo hipotezy h\ = 1 oezko oraz anty-hipotezy NOT h\ (NIE 1 oezko). Nast^pnie, suk- 
cesywnic mozemy badac prawdopodobienstwo hipotezy = 2 oezka oraz anty-hipotezy 
NOT h 2 (NIE 2 oezka), etc. W ten sposob problem z wi^ksz^ liczby hipotez niz 2 moze 
bye przetransformowany w k — 1 sukcesywnie, kolcjno rozwi^zywanych pod-problemow 
binomialnych typu H — {h, NOT h}, a wi^c problemow typu rzut monet^, gdzie wyni- 
kiern rzutu moze bye albo reszka h albo orzel NOT h. Jezeli zmienna probabilistyezna X 
jest zmiennq. ci^gl^. to mozna dokonac jej dyskretyzacji na k pod-przedzialow i zamienic 
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zadanie identyfikacji rozkladu g^stosci prawdopodobienstwa tej zmiennej na k — 1 sukce- 
sywnie rozwi^zywanych zadan identyfikacji prawdopodobienstwa typu binominalnego za 
zbiorem hipotez H = {h, NOT h}, rys. 4. 

Hipoteza h: x G [x u x i+ i\ 




Rysunek 4: Transformacja zadania okreslenia rozkladu g^stosci prawdopodobienstwa ci%- 
glej zmiennej probabilistycznej X na k — 1 zadan z binarnym zbiorem hipotez H = 
{h, NOT h} typu rzut monety. Oznaczenia: gp- g^stosc prawdopodobienstwa, h = NOT h 
- anty-hipoteza. 

Zmniejszajqe granulacj§ pod-przedzialow mozna zwi^kszyc dokladnosc przyblizenia 
zmiennej ci^glej przez zniierm^ dyskretyzowarnp Widac wi^c, ze binomialny problem zda- 
rzenia o 2 mozliwych wynikach typu rzut monety jest podstawowym problemem proba- 
bilistycznym, a jego rozwi^zanie jest kluczem do rozwi^zania innych, bardziej zlozonych 
problemow z wi^ksz^ niz 2 liczb^ hipotez. Z tego wzgl^du nowa interpretacja prawdopo- 
dobiehstwa przedstawiona zostanie na przykladzie problcmu binominalnego. B^dzie ona 
w wykladzie tlumaczona, w cclu ulatwienia jej zrozumienia, na przykladzie rzucania mo- 
net^,. Nie nalezy jednak wyci^gac z tego mylnego wniosku, ze celem wykladu jest 
analiza problemu rzucania monety. W wykladzie rozwazany jest ogolny pro¬ 
blem binomialny z dwoma hipotezami. Przyklad rzucania moneta jest jedynie 
jednq z mozliwych ilustracji tego problemu. 

Inne przyklady problemow binominalnych: 

• hipoteza - polska reprezentacja olimpijska zdob^dzie podczas nast^pnej olimpiady 
co najmniej 2 zlote medale, 

antyhipoteza - polska reprezentacja zdob^dzie mniej niz 2 zlote medale, 

• hipoteza - w przyszlym roku srednia cena paliwa V-Power Diesel przekroczy 5 zl./litr, 
antyhipoteza - w przyszlym roku srednia cena paliwa V-Power Diesel nie przekroczy 
5 zl./litr, 

• hipoteza - spozywanie znacznych ilosci bialka znacznie zwi^ksza ryzyko choroby 
Alzheimera, 

antyhipoteza - spozywanie znacznych ilosci bialka nie zwi^ksza znacznie ryzyka 
choroby Alzheimera. 

Wedlug autora, prawdopodobienstwo raczej nie powinno bye przypisywane 
zdarzeniom lub stanom lecz hipotezom dotycz^cych mozliwych wynikow tych 
zdarzen lub mozliwym formom stanow. Na przyklad, przed rzuceniem monety mozemy 
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sformulowae 2 hipotezy dotyczyce wyniku eksperymentu: hipotezy h (dominacja reszki w 
monecie, lub w skrocie: reszka) oraz anty-hipotezy NOT h o dominacji NIE-reszki czyli 
oida. Natomiast po zajsciu zdarzenia mozemy mowic jedynie o jego realizacji r: realizacjy 
moze bye wypadniycie albo reszki (r = reszka) albo orla (r = orzel). 

Realizacja moze bye tylko jedna a prawdopodobienstwo realizacji p r moze przyjmowac 
albo wartosc 1 (pewnosc) albo 0. Nie moze natomiast przyjmowac wartosci ulamkowych 
tak typowych dla szacunku prawdopodobienstwa, Realizacja pojedynezego rzutu dostar- 
cza pojedynezego potwierdzenia (pojedynezego dowodu) albo dla hipotezy h (przewaza 
reszka) albo dla anty-hipotezy NOT h (przewaza orzel). Jezeli zrealizowalismy n rzutow 
rnonety, w ktorych w k rzutach wypadla reszka a w (n—k ) orzel, to mozemy powiedziec, ze 
dysponujemy k potwierdzeniami dla hipotezy h (przewaza reszka) oraz (n—k) potwierdze- 
niami anty-hipotezy NOT h (przewaza orzel). Powstaje pytanie, jak moeny jest posiadany 
przez nas zbior ewidencyjny E h wspierajycy hipotezy oraz zbior E NO Th wspierajycy anty- 
hipotezy i czy na podstawie posiadanej liezby n dowodow (np. n — 1, n — 5, n = 17, etc.) 
wolno nam wnioskowae o prawdopodobienstwie hipotezy h (przewaza reszka)? A jesli tak, 
to czy prawdopodobienstwo jednej i tej sarnej hipotezy okreslone na podstawie roznej 
liezby dowodow (wynikow eksperymentow) bydzie jednakowo wiarygodne? Potrzebna jest 
wiyc odpowiedz na pytanie o konieczn^ lieznose n zbiorn ewidencyjnego. Jak jnz wczesniej 
podano, zbior ECh dowodow w pelni potwierdzaj^cy prawdziwosc hipotezy h i wyklncza- 
j^,cy minimalne nawet prawdopodobienstwo anty-hipotezy NOT h ( p h = 1 , PNOTh = 0) 
nazywany bydzie kompletnym zbiorem ewidencyjnym hipotezy, w skrocie kompletnosciq, 
ewidencyjny. Zbior ten moze rniec w niektorych problemach forrny idealny. Rozpatrzmy 
dla przykladn kryminalny sprawy morderstwa. 

Policja wytypowala kilka osob podejrzanych o jego popetnienie. Jedny z tych osob 
jest osoba A. Binomialny zbior hipotez ma w tym wypadkn postac E[ = {h-A, NOT Iia}, 
gdzie Iia oznaeza hipotezy ‘osoba A popelnila morderstwo’ a anty-hipoteza NOT Iia ma 
sens ‘osoba A nie popelnila morderstwa’ lub tez ‘osoby inne niz osoba A popelnily mor¬ 
derstwo’. Komplctnosc ewidencyjna ECh oznaeza w tym wypadku taki zbior dowodow 
wzglydem osoby podejrzanej (dowolnej osoby podejrzanej, niekonieeznie osoby A) o po- 
pelnienic morderstwa, ktory w pelni wykazywalby (dowodzilby), ze osoba podejrzana, 
niezaleznie od tego, kto jest ty osoby, popelnila morderstwo. Ponizej podany jest zbior 
takich dowodow, ktory wedtug autora (nie bydycego ekspertem sydowym) wydaje siy bye 
zbiorem kompletnym i w pelni wykazujycym winy podejrzanego. 

ECh = { osoba podejrzana widziana byla przez kilku swiadkow podezas popelniania mor¬ 
derstwa, osoba podejrzana rozpoznana zostala przez wszystkich tych swiadkow 
podezas eksperymentu identyfikacyjnego, osoba podejrzana nie ma alibi na czas 
morderstwa, osoba podejrzana miala istotne motywy do popelnienia morderstwa, 
w miejscu popelnienia morderstwa wykryto material genetyezny osoby podejrza¬ 
nej, na narzeplzm popelnienia morderstwa wykryto material genetyezny osoby 
podejrzanej } 

Jezeli w przypadku osoby podejrzanej A dysponowalibysmy wszystkimi dowodami 
zawartymi w kompletnosci ewidencyjnej ECh to prawdopodobienstwo hipotezy h ‘A jest 
mordercy’ byloby calkowite i rowne 1 . Jezeli jednak dysponowalibysmy niepelnym zbiorem 
dowodow EhA (evidential set) jak np. ponizej, 

E hA = { osoba A miala istotne motywy do popelnienia morderstwa, osoba A nie ma alibi 
na czas popelnienia morderstwa }, 
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to prawdopodobienstwo hipotezy h ‘osoba A jest mordercy’ byloby tylko ulamkowe. Na- 
lezy zauwazyc, ze poszczegolne dowody w zbiorze ewidencyjnym E h A sy obiektywnymi, 
pewnymi faktami stwierdzonymi przez policj^ (ich prawdopodobienstwo wynosi zatern 1 
i nie podlega ocenie). Ocenie podlegac moze jedynie stopien prawdopodobienstwa hipo¬ 
tezy h. Stopien prawdopodobienstwa tej hipotezy moze bye w przyblizeniu oceniony (i 
jest w praktyce oceniany) przez ekspertow sydowych i kryminalistycznych. Podobnic, wa- 
ga poszczegolnych dowodow takze rnusi bye oceniona (i jest w praktyce oceniana) przez 
ekspertow. W ogolnym przypadku waga (znaezenie) poszczegolnych dowodow 
moze bye zroznicowane. Niekiedy, jak w przypadku rzutu rnonety, wynik kazdego rzutu 
zazwyczaj uznawany jest jako jednakowo wazny. 

Istnieje wide problemow binomialnych ze skonezonym zbiorem ewidencyjnym. Rozpa- 
trzmy nast^pujycy problem: 

hipoteza: pierwszy osoby jaky spotkam na korytarzu mego wydzialu b^dzie kobieta, 

antyhipoteza: pierwszy osoby jaky spotkam na korytarzu mego wydzialu b^dzie m^zczy- 
zna. 


W tym wypadku kompletny zbior ewidencyjny zawiera skonezony liczb§ osob studiuj ycych 
i pracuj ycych na moirn wydziale. 

Zajmijmy si§ jednak teraz ponownie problemem, jaki powinien bye kompletny zbior 
ewidencyjny w przypadku problemu binominalnego H = {Ha, NOT Iia} typu rzut mone- 
ty? W powyzszym przypadku idealny, kompletny zbior ewidencyjny ECh musialby skladac 
si(g z wynikow nieskonezenie wiclkicj liezby rzutow rnonety (dowodow). Jest oczywistym, 
ze takiej liezby dowodow nie mozna zebrac. Podobna sytuaeja istnieje takze w innych 
problemach probabilistycznych. Z tego wzgl^du w wielu zadaniach praktycznych b^dzie- 
rny musieli si§ poslugiwac nie idealny lecz przyblizony kompletnosciy ewidencyjny, ktora 
zostanie nazwana s aty s fake j o nuj ye y kompletnosciy ewidencyjny (satisfactory evi¬ 
dential completeness) i oznaezona b^dzie skrotem SEC. Zbior satysfakcjonujycy jest zbio¬ 
rem takich dowodow, ktore co prawda nie gwarantujy calkowitej prawdziwosci hipotezy 
dotyezyeej rozpatrywanego zdarzenia lub stanu ale zapewniajy jej prawdziwosc w stop- 
niu zadowalajyco wysokim, np. w stopniu 0.99 lub 0.95, etc; rnowiyc ogolnie, w stopniu 
satysfakcjonujycyrn eksperta problemu. W przypadku problemu binominalnego typu rzut 
rnonety konieezne jest wi^c okreslenie pewnej skonezonej liezby eksperymentow usec, 
ktora stanowilaby satysfakcj onuj ycy kompletnosc ewidencyjny. Liczba ta moze bye tez 
rozumiana jako pewien model (reprezentaeja) nieskonczonosci, to jest jako liczba, ktora 
w danym, specyficznym problcmic satysfakcj onuj yco dobrze reprezentuje (zastypuje) nie- 
skonczonosc. Mozliwosc taky daje tzw. Chernoff bound [3, 9]. Chernoff wyprowadzil dla 
problemu binominalnego wzory, ktore, po przeksztalceniu pozwalajy obliezye minimalny, 
satysfakcj onuj ycy liezby dowodow (w przypadku rzutu rnonety: minimalny satysfakcj onu- 
jycy liezby rzutow) na podstawie ktorej mozna okreslic prawdopodobienstwo hipotezy h 
z pewny zalozony wiarygodnosciy). Ponizej podano wzor Chernoffa (4). 


Msec ^ 


1 

C Phc ~ 0.5) 2 



Oznaczenia: 


( 4 ) 


e - zalozona, maksymalna, probabilistyezna niepewnosc (blyd) wykazania hipotezy h 
(np. o dominaeji reszki) jakiej nie chcemy przekroczyc. Jesli przyjmiemy np. e = 0.01 
to dokladnosc wykazania hipotezy h na podstawie jednej tylko serii usec prob b^dzie 
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wynosila co najmniej 1 — e = 0.99. Praktycznie oznacza to, ze jesli wykonalibysmy 100 
serii rzutow monety (w kazdej serii usec rzutow) to co najwyzej tylko w jednej serii 
(e = 0.01) jej wynik nie potwierdzilby prawdziwosci hipotezy h a potwierdzilby anty- 
hipotez§ NOT h = h. Natomiast w pozostalych 99 seriach po rig ec rzutow prawdziwosc 
hipotezy (np. o przewadze reszki) zostalaby potwierdzona. 

Phc ~ oznacza zalozon^, przez nas wartosc prawdopodobienstwa hipotezy ( p hc > 0.5), ktor^, 
chcemy sprawdzic i wykazac na podstawie usec dowodow. Jezeli w przypadku monety 
przypuszczamy (np. na podstawie wstypnych eksperymentow) ze dominacja reszki, czyli 
asymetrycznosc monety na rzecz reszki wynosi okolo 0.55 to zakladamy p hc = 0.55 i przy 
tym zalozeniu obliczamy liczby rzutow usec , liczby co najmniej konieczn^ do zadowala- 
j^,co wiarygodnego wykazania prawdziwosci hipotezy o dominacji reszki. Jezeli po wyko- 
naniu serii usec rzutow monety okazaloby si§ jednak, ze wykazana prawdziwosc hipotezy 
Ph faktycznie przewyzsza zalozony minimalny prog ph c (np. ph = 0.57 przy phc = 0.55) to 
fakt ten oznaezalby, ze zrealizowana liczba prob usec byla zadowalajqyo duza. Gdybysmy 
natomiast po wykonaniu pierwotnie obliczonej liczby rig ec wymaganych prob otrzymali 
wartosc ph nizsz^ zalozonej wartosci p hc (np. p h = 0.53 przy p hc = 0.55) to nalezaloby 
obliczyc now^ wartosc usec wymaganej liczby prob dla zaktualizowanego, odpowiednio 
nizszego zalozenia pi lc (np. dla ph c = 0.529). Nowa wartosc usec b^dzie wtedy wyzsza 
niz obliczona pierwotnie, co b^dzie oznaczalo koniecznosc wykonania dodatkowych uzu- 
pelniaj^cych prob rzutow monety. Jezeli pozostalibysmy jednak przy pierwotnej liczbie 
n SEC prob to b^dzie oznaczalo to obnizon^, dokladnosc (1 — e) wykazania prawdziwosci 
hipotezy. 

Ponizej w tabeli 3 podano kilka przykladow obliczenia koniecznej liczby eksperymen¬ 
tow w problcmie binominalnym typu np. rzut monety. 


Phc 

0.501 

0.510 

0.520 

0.530 

0.550 

0.600 

usec 

2 302 586 

23 026 

5 757 

2 559 

921 

231 


Tabela 3: Przyklady wartosci satysfakcjonuj<|cej kompletnosci dowodowej usec w problc¬ 
mie binominalnym (np. wymaganej minimalnej liczby rzutow monety) dla maksymalnego 
bl^du e = 0.01 oraz dokladnosci (1 — e) = 0.99. 

Jak pokazuj^ przyklady w tabeli 3, w miar§, gdy rnoneta staje si§ coraz bardziej syrne- 
tryczna (prawdopodobienstwo reszki zbliza si§ do 0.5) liczba rzutow monety usec wyma- 
gana dla zadowalaj^co dokladnego zidentyfikowania prawdopodobienstwa reszki szybko 
i gwaltownie rosnic. Identyfikacja prawdopodobienstwa staje si§ wi§c coraz trudniejsza. 
Natomiast, im rnoneta jest bardziej asymetryczna (irn bardziej prawdopodobienstwo resz¬ 
ki odbiega od wartosci 0.5) tym mniej rzutow potrzebnych jest dla zadowalaj^co pewnego 
stwierdzenia przewagi reszki (lub orla). Identyfikacja prawdopodobienstwa staje si^ wi§c 
latwiejsza. Przypomina to identyfikacja blizniakow. Duza roznica cech rni^dzy blizniakami 
ulatwia ich rozroznienie, natomiast mala roznica bardzo utrudnia. 

W dalszym ci^gu przedstawione zostan^ propozycje definicji prawdopodobienstwa hi¬ 
potezy. Definicje te pokazuj^,, ze w duzej liczbie przypadkow nie b^dzicmy mogli okre- 
slic (zidentyfikowac) dokladnej wartosci prawdopodobienstwa ph hipotezy h lecz jedy- 
nie zakres \phmin, Phmax] w ktoryrn wartosc ta lezy. Jednak, chociaz dokladnej wartosci 
prawdopodobienstwa cz^sto nie mozemy poznac, to jak zobaczymy, posiadany material 
ewidencyjny, zaleznie od swojej wielkosci, pozwoli nam na przyblizone okreslenie prawdo¬ 
podobienstwa hipotezy. 
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Minimalne prawdopodobienstwo Phmin hipotezy h dotycz^cej rozpatrywanego zda- 
rzenia lub stanu rzeczy jest stopniem zgodnosci (podobienstwa) posiadanego ewidencyjne- 
go zbioru E h dowodow potwierdzajqeych prawdziwosc tej hipotezy ze zbiorem dowodow 
zawartych w kompletnym zbiorze ewidencyjnym ECh zawierajqcym zbior dowodow wy- 
maganych dla calkowitego wykazania prawdziwosci hipotezy h. 

Maksymalne prawdopodobienstwo Phmax hipotezy h rowne jest 1 minus minimalne 

prawdopodobienstwo pNOThmin anty-hipotezy NOT h, wzor (5). 

Phmax 1 PNOThmin ( 5 ) 

Minimalne prawdopodobienstwo PNOThmin anty-hipotezy NOTH jest stopniem 
zgodnosci (podobienstwa) posiadanego zbioru E^oTh dowodow potwierdzaj^cych praw¬ 
dziwosc anty-hipotezy z kompletnym zbiorem ewidencyjnym EC^oTh wymaganym dla 
pelnego wykazania prawdziwosci anty-hipotezy NOT h. 

Maksymalne prawdopodobienstwo pNOThmax anty-hipotezy NOT h rowne jest 1 
minus minimalne prawdopodobienstwo phmin hipotezy h, wzor (6). 

PNOThmax 1 Phmin ( 6 ) 

Dokladn^ wartosc prawdopodobienstwa ph hipotezy h (a takze dokladn^ wartosc 
prawdopodobienstwa Pnoth anty-hipotezy NOT h ) mozemy okreslic tylko wowczas, 
gdy spelniony b^dzie warunek (7), to znaezy, gdy minimalne prawdopodobienstwa hipo¬ 
tezy i anty-hipotezy surnuj4 si(g do jednosci. 

IF ( Phmin + PNOThmin = 1) THEN [{phmin = Ph) AND ( PNOThmin = PNOTh )] (7) 

Dokladnej wartosci prawdopodobienstwa hipotezy h nie mozemy okreslic, a 

wi^c i poznac, jezeli minimalne prawdopodobienstwa hipotezy i anty-hipotezy nie surnuj4 
sitg do jednosci, to znaezy gdy wystypuje sytuaeja okreslona wzorem (8). 

Phmin + PNOThmin <1 ( 8 ) 

Przyczyn^, takiej sytuacji jest niedostatek materialu dowodowego (ewidencyjnego). 
Niestety, z takg, sytuacji cz^sto marny do czynienia w problemach rzeczywistych. Ogolnie 
wartosci prawdopodobienstw w problemic binominalnym podlcgaj^ ograniczeniom poda- 
nym ponizej. W problemach multinomialnych ograniczenia b^d^ inne. 


0 <P < 1 

( 9 ) 

0 ^ Phmin T Phmax A 2 

(10) 

0 < PNOThmin + PNOThmax C 2 

(11) 

0 ^ Phmin T PNOThmin C 1 

(12) 

0 ^ Phmax T PNOT hmax ^ 2 

(13) 


Prawdziwosc powyzszyeh ograniczen mozna latwo wykazac przy pomocy szczegolo- 
wych wzorow, ktore zostanq, podane w nastypnym rozdziale. Jesli zbior komplctnosci ewi- 
dencyjnej ECh jest z pewnych powodow charakteryzuj^cych badany problem nierealny 
(nigdy nie moze bye zebrany) to mozna zamiast niego uzyc satysfakcjonuj^cej komplet- 
nosci ewidencyjnej SEC w celu okreslenia przyblizonego prawdopodobienstwa hipotezy. 
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5 Niepewnosc prawdopodobienstwa 

Powrocnxy teraz do binomialnego problemu typu rzucania monety ze zbiorem hipotez 
H = {h, NOT h}, gdzie h oznacza hipotezy o dominacji reszki (ktory mozna tez inter- 
pretowac jako hipotezy o tresci ‘w nastypnym rzucie wypadnie reszka’). Zalozmy, ze ze 
wstypnych eksperymentow z monety wynika dominacja reszki i ze jej przypuszczalne praw- 
dopodobienstwo powinno bye nie mniejsze niz wartosc ph c = 0.55. Zgodnie ze wzorem 
Chernoffa liezba wymaganych wynikow rzutow (dowodow) do okreslenia prawdopodo¬ 
bienstwa hipotezy o dominacji reszki z dokladnosciy (1 — e) = 0.99 czyli z maksymalnym 
blydern e = 0.01 wynosi usec = 921. Ta liezba wynikow prob stanowi satysfakcjonujyca 
kompletnosc dowodowy SEC rozpatrywanego problemu. Rozpatrzmy teraz sytuacjp 
pierwszy i zalozmy ze w pierwszym eksperymencie wykonalismy n = 5 rzutow monety 
w ktorych uzyskalismy = 3 reszki i Utvot/i = n h = 2 orly. Zatem zbior ewidencyjny 
E h zawiera 3 potwierdzenia (dowody) dominacji reszki a zbior ewidencyjny E NO Th = -Ey 
zawiera 2 potwierdzenia dominacji orla. Nalezy zauwazyc, ze calkowita liezba posiadanych 
dowodow n — 5 jest znaeznie mniejsza od liezby usec = 921 wymaganej przez satysfak- 
cjonnjc|c^ kompletnosc ewidencyjny E S ec ■ Co w takiej sytuacji niedoboru informacyjnego 
mozemy zrobic dla okreslenia prawdopodobienstwa interesujycej nas hipotezy? Omawiany 
sytuacji przedstawia rys. 5. 


satysfakcjonujyca kompletnosc h S ec = 921 


!◄- 

1 fth 3 

niepewnosc (przyszle rzuty) 
n unc = n S Ec ~n = 921-5 =916 

-►! 

nh = 2 | 

i 

i 

i 

1 o o o 

1 

1 

1 1 1 ! If 


1 

1 

1 

o o 1 

1 

1 

i i l 

0 12 3 tin 

n-h 

2 1 0 


potwierdzenia hipotezy h potwierdzenia anty-hipotezy h 

„dominacja reszki” „dominacja orla” 


Rysunek 5: Ilustracja sytuacji niedoboru informacyjnego (braku 916 dowodow) i spowodo- 
wanej tym niepewnosci w zadaniu okreslenia prawdopodobienstwa hipotezy h o dominacji 
reszki w monecie w przypadku liezby posiadanych dowodow n — 5 znaeznie mnicjszej od 
liezby dowodow usec — 921 wymaganej przez satysfakcjonnjycy zbior ewidencyjny SEC. 

Jak pokazuje rys. 5, aby uzyskac wymagany sumaryezny liezby 921 dowodow trzeba 
wykonac z monety jeszcze 916 prob bowiem na razie posiadamy wyniki jedynie 5 prob. 
Chociaz obecne wyniki wskazujy na przewag^ hipotezy o dominacji reszki (rih = 3, riy = 2) 
to nastypne 916 rzutow monety moze ten obraz calkowicie zmienic w nieznany nam na 
razie sposob. Po wykonaniu bowiem wszystkich 921 rzutow wymaganych przez satysfak- 
cjonnjycy zbior ewidencyjny moze si§ okazac, ze to nie reszka. lecz orzel dominuje w mone¬ 
cie. Dlatego, na podstawie tak rnatej liezby 5 tylko dowodow nie wolno nam formulowac 
zadnych kategorycznych i pochopnych wnioskow o dominacji reszki. Sytuacja jest bowiem 
silnie niepewna, styd formulowane wnioski muszy bye bardzo ostrozne. Mimo, ze liezba 
dowodow n — 5 jest bardzo niska, to jednak dostareza ona nam pewnej wiedzy o prawdo- 
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podobienstwie i wiedz§ t§ mozna i nalezy wykorzystac, chociaz nie mozemy sobie po niej 
zbyt wide obiecywac. W krancowym przypadku mozliwym jest, ze wszystkie nastypne 916 
rzutow dalyby reszki. Wowczas reszka bylaby ostatecznic poparta 3 + 916 = 919 dowoda- 
mi. Stqd maksymalne mozliwe prawdopodobienstwo reszki jakie mozemy wywnioskowac 
z posiadanej liczby 5 dowodow wynosi Phmax = 919/921. Natomiast minimalne prawdo¬ 
podobienstwo reszki phmm zapewnione trzema juz posiadanymi dowodami wynosi 3/921. 
Z kolei minimalne prawdopodobienstwo anty-hipotezy o przewadze orla wynosi 2/921, 
bowiern posiadamy obecnie 2 potwierdzenia dominacji orla. Poniewaz mozliwym jest, ze 
wszystkie nastppne, brakujq.ce rzuty w liczbie 916 dadzq w wyniku orla, to maksymalne 
mozliwe prawdopodobienstwo orla Phmax wynosi (2 + 916)/921 = 918/921. Latwo jest 
zauwazyc, ze kazde potwierdzenie orla podwyzsza jego minimalne prawdopodobienstwo 
Phmin o wartosc 1/921 (dziala na jego korzysc) a znmiejsza maksymalne mozliwe prawdo¬ 
podobienstwo Phmax ‘przeciwnika’ czyli reszki o takq samq wartosc 1/921 (dziala wi^c na 
niekorzysc ‘przeciwnika’). Natomiast kazde potwierdzenie reszki podwyzsza jej minimalne 
prawdopodobienstwo Phmin o wartosc 1/921 i o takq samq wartosc znmiejsza maksymalne 
prawdopodobienstwo Phmax przeciwnika, czyli orla. Poniewaz najprawdopodobnicj pewnq 
cz^sc z przyszlych, brakujqcych 916 rzutow stanowic b§dq reszki oraz pewnq cz^sc or- 
ly, to koncowa, dokladna wartosc prawdopodobienstwa ph reszki (w sensie dokladnosci 
wzoru Chernoffa) lezala b^dzie gdzies pomi^dzy minimalnq Phmin i maksymalnie mozliwq 
wartosciq p hmax . 

Phmin <Ph< Phmax (3/921) < p h < (919/921) 

Odpowiednio, prawdziwa wartosc prawdopodobienstwa pj^ anty-hipotezy h o dominacji 
orla b^dzie lezee gdzies mi^dzy swojq mozliwq minimalnq i maksymalnq wartosciq. 

Phmin <Ph< Phmax (2/921) < Pp < (918/921) 

Na podstawie rozpatrywanego przykladu mozemy sformulowac nastppujqce, ponizej 
podane wnioski dotyczqce wzorow. 

Phmin = n-h/nsEC , Phmax = 1 “ Phmin = 1 ~ n h/ n SEC (14) 

Phmin = n h/ n SEC , Phmax = 1 ~ Phmin = 1 — Tlh/nsEC (15) 

Dokladne prawdopodobienstwa hipotezy h i anty-hipotezy h sq od siebie zalezne i 
spelniajq warunek (16). 

Ph + Pp= 1 (16) 

Warunek ten oznaeza, ze dokladne prawdopodobienstwa hipotezy i anty-hipotezy do- 
pelniajq si§ do jednosci. Sytuacj§ t§ ilustruje rys. 6. 

Jesli do obliczenia prawdopodobienstwa hipotezy h o dominacji reszki uzyjemy wzoru 
(3) ze strony 5, sugerowanego przez powszechnie stosowanq cz^stosciowq interpretacj§ 
prawdopodobienstwa to uzyskamy wyniki jak ponizej. 

Ph = n h /n = 3/5 , py = n^/n = 2/5 (17) 

Powstaje pytanie, dlaczego akurat wartosc ph = 3/5 jest sugerowana jako estymata 
prawdopodobienstwa hipotezy a nie jakas inna wartosc z zakresu mozliwych wartosci od 
3/921 do 919/921 przedstawionych na rys. 6? Czym wartosc 3/5 wyroznia si§ wzgl^dem 
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rih = 3 (reszki), 


rip = 2 (NIE reszki) 


n = 5, 

orzel 



Wynik 

Wynik 


interpretacji kompletnosciowej: ph G 

, rih 

interpretacji czystosciowej: pn = — 

n 


- 3 919' 

.921’ 921. 
_ 3 
“ 5 


Rysunek 6: Ilustracja zjawiska niepewnosci prawdopodobienstwa ph hipotezy oraz praw- 
dopodobienstwa pp anty-hipotezy identyfikowanego na podstawie liczby n — 5 wynikow 
prob, ktora jest znacznie nizsza niz liczba 921 wynikow wymaganych przez satysfakcjonn- 
kompletnosc ewidencyjmj. SEC h . 


innych mozliwych wartosci? Nie rna zadnego nzasadnienia dla tak szczegolnego trakto- 
wania tej wartosci. Jest ona tak sarno ‘dobra’ jak kazda inna wartosc z zakresu wartosci 
mozliwych. 

Rozpatrzmy teraz sytuacjp drugq, w ktorej dysponnjemy nie mala liczby n — 5 
dowodow lccz znacznie wiyksz^, snmaryczn^ liczby dowodow n = 700 , sposrod ktorych 
399 dowodow popiera hipotezy h o dominacji reszki a 301 anty-hipotezy h o dominacji 
orla. Oznacza to, zc minimalne prawdopodobienstwo reszki wynosi: 

Phmin = 1T'h/ n SEC = 399/921 = 0 . 433 , 
a minimalne prawdopodobienstwo orla wynosi: 

Phmin = rip/ ns EC = 301/921 = 0 . 430 . 

Z kolei maksymalne mozliwe prawdopodobienstwo reszki wynosi: 

Phmax = 1 - Phmin = 1 “ ( 301 / 921 ) = 620/921 = 0 . 673 , 
a maksymalne mozliwe prawdopodobienstwo orla wynosi: 

P~ hmax = l -Phmin = 1 ( 399 / 921 ) = 522/921 = 0 . 567 . 
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Dokladna wartosc prawdopodobienstwa hipotezy h o dominacji reszki nie jest znana. 
Jednak wiadomo, ze zawiera si§ ona w poznanych granicach. To samo dotyczy anty- 
hipotezy o przewadze orla. Podsumowanie wiedzy uzyskanej na podstawie 700 rzutow 
nionet^ podane jest ponizej. 

(399/921) < p h < (620/921), (301/921) < p^ < (522/921) 

Powyzsze wyniki przedstawiono w tabcli 4, a nast^pnic na rys. 7. 


n 

0 

100 

200 

300 

400 

500 

600 

700 

n h 

0 

59 

117 

172 

226 

292 

349 

409 

n h 

0 

41 

83 

128 

174 

208 

251 

291 

Phmin 

0 

0.0641 

0.1270 

0.1868 

0.2454 

0.3170 

0.3789 

0.4441 

Phmax 

1 

0.9555 

0.9099 

0.8610 

0.8111 

0.7742 

0.7275 

0.6840 


Tabela 4: Wyniki eksperymentu rzucania monet^. Oznaczenia: n - liczba prob, rih - liczba 
uzyskanych reszek, - liczba uzyskanych orlow, Phmin - dolna granica prawdopodobien¬ 
stwa ph reszki, phmax - gorna granica prawdopodobienstwa ph reszki. 


n — rih + rih ph 




Rysunek 7: Ilustracja niepewnosci wynikow oceny prawdopodobienstwa ph hipotezy h o 
dominacji reszki uzyskanych na podstawie n = 700 rzutow monet^. (iih = 399 reszek i 
n-f; = 301 orlow) przy wymaganej liczbie wynikow usec = 921, p ^ - prawdopodobienstwo 
orla. 

Jak pokazuje rys. 7 posiadanie wynikow 700 rzutow znacznie zmniejszylo niepewnosc 
oceny prawdopodobienstwa ph hipotezy o przewadze reszki w porownaniu z sytuacj^,, gdy 
posiadalismy wyniki tylko 5 rzutow, rys. 5. Niemniej niepewnosc ta jest dalej znaczna, bo- 
wiem 221 rzutow brakuj^cych do pelnej liczby 921 rzutow wymaganych przez satysfakcjo- 
nuj^c^ kompletnosc ewidencyjn^, SEC moze w rozny sposob zmienic sytuacj^ dowodow^,: 
moze si§ okazac, ze w monecie jednak dominuje nie reszka (obecnie phmin = 399/921 przy 
Phmin = 301/921) lecz orzel, o ile odpowiednia liczba przyszlych 221 rzutow wypadnie na 
korzysc orla, co oczywiscie jest mozliwe. Jesli wyniki z rzutow monet^, n = 700, rih — 399, 
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n-p = 301, uzyjemy do obliczenia prawdopodobienstwa ph na podstawie cz^stosciowej in- 
terpretacji prawdopodobienstwa to uzyskamy wyniki przedstawione ponizej. Oznaczenie 
f r oznacza cz^stosc (frequency). 

Ph = f r h = n h /n = 399/700 , pp = f r Tl = 301/700 

Wyniki obu interpretacji znacznie si§ rozniq. Sq one przedstawione na rys. 8. 


n = 700, n h = 399 (reszki), np = 301 (orly) 
Wynik interpretacji kompletnosciowej: 

n h 


Ph e 


1 - 


in sec 


n h ] 


[399 

301' 


■399 620' 

ns ec- 


[921’ 1 

921. 


.921’921. 


= [0.4332,0.6732] 


Tijp 399 

Wynik interpretacji cz^stosciowej: Ph = —- = -— = 0.5700 pp = 1 — p h 

n 700 


Ph = l ~Ph 
0.4300 


zakres 
mozliwych 
wartosci pf. 


orzel 



0.4332 0.5700 0.6732 hipoteza h 

P Inrun frh Ph max 


Rysunek 8: Porownanie wynikow oceny prawdopodobienstwa pt hipotezy h o dominacji 
reszki i prawdopodobienstwa pp anty-hipotezy h o dominacji orla na podstawie wynikow 
700 prob (399 reszek i 301 orlow) obliczonych na podstawie interpretacji kompletnosciowej 
oraz cz^stosciowej. 

Porownanie rys. 8 z rys. 6 pokazuje, ze po zwiqkszeniu liczby prob rzutu rnonetq z 5 
do 700 (przy wymaganej liczbie Hsec — 921) nastqpilo znaczne zmniejszenie siq nicpew- 
nosci przyblizcnia prawdopodobienstwa p^ hipotezy o dominacji reszki. Rysunek pokazuje 
takze pozycji wyniku obliczonego na podstawie cz^stosciowej interpretacji prawdopodo¬ 
bienstwa, to jest wartosci ph = 399/700 = 0.570. Nie wiadomo, dlaczego akurat ta wartosc 
mialaby reprezentowac dokladnq, ale nieznanq, ze wzgl^du na niedostatek danych, war¬ 
tosc prawdopodobienstwa hipotezy. Wartosc sugerowana przez cz^stosciowq interpretacji 
nie jest ani bardziej ani mniej wiarygodna niz kazda inna wartosc prawdopodobienstwa z 
zakresu wartosci mozliwych ph € [399/921,620/921], 

Rozpatrzmy teraz sytuacjq trzcciq w ktorej posiadamy pelny satysfakcjonujqcy 
zbior dowodow o licznosci n = ris ec = 921 skladajqcy siq z rq, = 531 reszek oraz z rip = 
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390 orlow. Poniewaz posiadamy pelny satysfakcjonuj^cy zbior dowodowy to w oparciu o 
kompletnosciowci interpretacja prawdopodobienstwa uzyskujemy wyniki podane ponizej. 


Ph = n h /n S EC = 531/921 (reszka), p ^ = rij-JrisEC = 390/921 (orzel) 

Ph + Ph = (531/921) + (390/921) = 1 


Identyczne wartosci prawdopodobienstw uzyskamy w tym wypadku na podstawie cz§- 
stosciowej interpretacji prawdopodobienstwa bowiem wartosc n calkowitej liczby prob, 
z jakiej korzysta ta interpretacja jest dokladnie rowna satysfakcjormjtjeej liczbie prob, 
tzn. n = usec = 921. Wartosc prawdopodobienstwa ph = 531/921 hipotezy o dominacji 
reszki jest bardzo bliska dokladnej wartosci tego prawdopodobienstwa. Maksymalny bl^d 
dowodu, zgodnie ze wzorem Chernoffa (4) nie przekracza 0.01. Idealnie dokladnej war¬ 
tosci prawdopodobienstwa nie mozna okreslic, gdyz wymagaloby to posiadania wynikow 
z nieskonczonej liczby prob rzutu monet^ ( w ogolnym przypadku nieskonczenie wiclu 
dowodow). Uzyskane wyniki pokazane s^ na rys. 9. 


n = 921, n h = 531, ny = 390, n h + ny = n SE c 
Wynik interpretacji kompletnosciowej: 


Ph e 


n h 

nsEC ’ 


1 - 


n h ] 


[ 531 

390' 


■531 531- 

ns ec- 


[921’ 1 

921. 


.921’921. 


= [0.5765,0.5765] 


Ph = 1 ~ Ph = 1 - 


531 _ 390 
921 ~~ 921 


= 0.4235 


. . n h 531 

Wynik interpretacji cz^stosciowej: Ph = — =- 

n 921 


mozliwy bl^d: e < 0.01 

390 
921 


Ph 


orzel 



Phmin ~ Plimax ~ Ph 

interpretacja cz^stosciowa 


Rysunek 9: Ilustracja wynikow okreslcnia prawdopodobienstwa pt hipotezy o przewadze 
reszki oraz prawdopodobienstwa anty-hipotezy o przewadze orla w sytuaeji posiadania 
pelnego satysfakcjonuj^cego zbioru ewidencyjnego n = usec — 921 (531 reszek i 390 
orlow). 
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W tabcli 5 oraz na rys. 10 pokazana jest przykladowa historia przyrostu liczby do¬ 
wodow w miar§ kolejnych prob rzutu monetcp az do uzyskania pelnej liczby dowodow 
n = risEC — 921 wymaganej przez kompletnosc ewidencyjmj. SEC. 


n 

1 

100 

200 

300 

400 

500 

600 

700 

800 

900 

n SEC — 921 

n h 


59 

117 

172 

226 

292 

349 

409 

464 

522 

531 

n h 


41 

83 

128 

174 

208 

251 

291 

336 

378 

390 

Phmin 

El 

0.0641 

0.1270 

0.1868 

0.2454 

0.3170 

0.3789 

0.4441 

0.5038 

0.5668 

0.5765 

Phmax 

1 

0.9555 

0.9099 

0.8610 

0.8111 

0.7742 

0.7275 

0.6840 

0.6352 

0.5896 

0.5765 


Tabela 5: Wyniki z eksperymentu rzucania monet^ az do zrealizowania wszystkich 
n SEC — 921 prob wymaganych przez satysfakcjonuj^ca kompletnosc dowodowa SEC. 
Oznaczenia: n - calkowita liczba prob, rp, - liczba reszek, nj t - liczba orlow, Phmin ~ 
minimalne prawdopodobienstwo hipotezy o dominacji reszki, Phmax ~ maksymalnc praw- 
dopodobienstwo hipotezy. 



Rysunek 10: Zmiana prawdopodobienstwa Phmin hipotezy o dominacji reszki oraz praw- 
dopodobienstwa Phmin anty-hipotezy o dominacji orla w miar§ przyrostu wynikow prob 
rzutu monetcp 

Rys. 10 pokazuje, jak zmieniaj^ si§ obydwa prawdopodobienstwa, minimalne Phmin 
oraz maksymalne Phmax w nriar^ przyrostu sumarycznej liczby dowodow n i jak zmniej- 
sza si§ luka mi^dzy nirni ( PhmaxPhmax ) stanowi^ca zakres niepewnosci identyfikowanego 
prawdopodobienstwa ph- 

Wartosc prawdopodobienstwa ph = 531/921 = 0.5765 pokazana na rys. 10 nie jest 
calkowicie dokladn^ wartosci^, prawdopodobienstwa hipotezy h (dominacja reszki) bo- 
wiem jej okreslcnie wymagaloby przeprowadzenia nieskonczonej liczby prob. Jest to jecl- 
nak satysfakcjonuj^ce przyblizenie, ktorego bl^d, zgodnie ze wzorem Chernoffa (4) nie 
przekracza wartosci 0.01. 
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6 Optymalna reprezentacja ])/,/,> zakresu niepewnosci 
\phmin, Phmax] prawdopodobienstwa p h hipotezy 

W zadaniach realnego podejmowania decyzji cz^sto potrzebna jest jedno-liczbowa repre¬ 
zentacja (singleton-representation) przedzialn niepewnosci, bowiem taka wlasnie repre¬ 
zentacja najbardziej ulatwia praktykom oraz niespecjalistom podejmowanie decyzji. Aby 
okreslic jedno-liczbowa reprezentacja dla przedzialu niepewnosci nalezy odpowiedziec na 
pytanie: “Ktora wartosc PhR prawdopodobienstwa lezqca w rozpatrywanym przedziale 
niepewnosci [phmin, Phmax] najlepiej reprezentuje ten przedzial?” Aby odpowiedziec na to 
pytanie nalezy sformulowac kryterinm oceny. Dobryrn kryterinm jest tn kryterium (18), 
gdzie p* hR oznacza wartosc ‘kandydujqcq’ na reprezentacja PhR. 

p hR = min [max(p^ - p hmin , Phmax ~ Phr)\ (18) 

PhR ^ \Phmini Ph max\ 

Kryterinm to minimalizuje maksymalny mozliwy blqd reprezentacji phR. wzgl^dem 
dokladnej, nieznanej wartosci prawdopodobienstwa ph hipotezy h. Oznaczmy przez p hR 
optymalnq jedno-liczbowa reprezentacja przedzialu niepewnosci [phmin, Phmax] wartosci 
Ph sposrod wszystkich mozliwych reprezentacji p* hR zawartych w tym przedziale. Latwo 
sprawdzic, ze optymalnq reprezentacji jest srednia wartosc (19) ograniczen Phmin oraz 
Phmax przedzialu. 

PhR 0 (Phmin A Phmax) (19) 

Konieczna jest przy tym bardzo wazna uwaga: optymalna reprezentacja phR. 
zwykle nie jest dokladnq wartosciq prawdopodobienstwa ph (chociaz niekiedy 
moze niq bye) bowiem prawdopodobienstwo to nie moze bye dokladnie poznane (wy- 
magaloby to nieskonezenie wielkiej liezby prob). Optymalna reprezentacja jest jedynie 
najlepszym szacunkiem tej wartosci okreslonym na podstawie takiej liezby prob jakq ak- 
tualnie posiadamy. Jest szacunkiem ktory mozemy przyjqc w celu podj^cia decyzji zwiq- 
zanej z rozpatrywanym problemem. Stosowanie tej reprezentacji w warunkach cz^sciowej 
niewiedzy zapobiega popelnianiu duzyeh i bardzo duzyeh bl^dow w rozwiqzywanych pro- 
blemach. Optymalna reprezentacja PhR moze bye przedstawiona w bardziej szczegolowej 
formie (20) po wstawieniu do niej wzorow (14) i (15). 

PhR = 0.5 (Phmin + Phmax) = 0.5 + 0.5 (n h ~ Ujf) / UgEC (20) 

Analiza powyzszego wzoru nasuwa ciekawe spostrzezenia przedstawione ponizej. 

Kompletnosciowa estymata phR prawdopodobienstwa zalezy liniowo zarowno od liezby 
dowodow nh potwierdzajqcych hipotezy h jaki i liezby dowodow n-^ potwierdzajqcych anty- 
hipotezq h. Kazde pojedyneze potwierdzenie czy to hipotezy czy anty-hipotezy zmicnia 
kompletnosciowq estymatp p hR o takq samq wartosc bezwzglgdnq rownq 0.5 /urec (po¬ 
twierdzenie hipotezy zwi^ksza estymatq phR, zas potwierdzenie anty-hipotezy zmniejsza 
ji). Oznacza to, ze wartosc dowodowa kazdego pojedynezego dowodu (wyniku 
rzutu rnonetq) jest identyezna. Natomiast w przypadku estymaty cz^stosciowej tak nie 
jest. Wynika to wyraznie ze wzoru: 

fr h = n h /n = n h /(n h + n-jf) , (21) 

proponowanego przez cz^stosciowq interpretaejq prawdopodobienstwa, gdzie oznaezenie 
f rh oznacza cz^stosc (frequency) wzgl^dnq potwierdzen hipotezy h w sumaryeznej liezbie 
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dowodow n. Cz^stosc frh b^dzie w dalszym ci^gu stosowana jako oznaczenie dla odroznie- 
nia cz^stosciowej estymaty prawdopodobienstwa od estymaty kompletnosciowej ph r oraz 
od dokladnej wartosci prawdopodobienstwa hipotezy p/j- Zaleznosc wzgl^dnej cz^stosci f r^ 
zarowno od liczby potwierdzen rp, hipotezy h jak i liczby potwierdzen rij anty-hipotezy 
h jest nicliniowa (zarowno rih jak i np wyst^puje w mianowniku wzoru ( 21 )). Oznaeza to, 
ze pojedyncze potwierdzenic hipotezy h zmicnia cz^stosciow^ estymaty frh prawdopodo- 
bienstwa ph o inn^ wartosc bezwzglgdn^ anizeli pojedyncze potwierdzenie anty-hipotezy 
h. Podobnie, w przypadku dwoch kolejnych potwierdzen hipotezy h potwierdzenie pierw- 
sze zmicnia estymaty cz^stosciowa o inn^ wartosc liczbow^, anizeli potwierdzenic drugie. 
Oznaeza to, ze znaezenie pojedynezyeh dowodow (pojedynezyeh rzutow moneta) jest nie- 
jednakowe, co jest niclogiczne i nieuzasadnione. Uwag§ na ten fakt zwracali wielokrotnie 
rozni znani naukowey, np. Burdzy [1] i Hajek [7]. 

Interesujc|c^ kwesti^ jest jak optymalna reprezentaeja phR zmicnia sitg wraz ze zwigk- 
szaj^c^, si§ liczby n dowodow (wynikow prob) dla n < usec■ W tabeli 6 podane sg, 
przykladowe wyniki eksperymentow rzucania monet^. 


n 

0 

100 

200 

300 

400 

500 

600 

700 

800 

900 

ns ec = 921 

n h 

0 

59 

117 

172 

226 

292 

349 

409 

464 

522 

531 

n h 

0 

41 

83 

128 

174 

208 

251 

291 

336 

378 

390 

Phmin 

0 

0.0641 

0.1270 

0.1868 

0.2454 

0.3170 

0.3789 

0.4441 

0.5038 

0.5668 

0.5765 

Phr 

0.5 

0.5098 

0.5185 

0.5239 

0.5282 

0.5456 

0.5532 

0.5641 

0.5695 

0.5782 

0.5765 

Phmax 

1 

0.9555 

0.9099 

0.8610 

0.8111 

0.7742 

0.7275 

0.6840 

0.6352 

0.5896 

0.5765 

n h 

n 

- 

0.5900 

0.5850 

0.5733 

0.5650 

0.5840 

0.5817 

0.5843 

0.5800 

0.5800 

0.5765 

|A| 

- 

0.0802 

0.0665 

0.0494 

0.0368 

0.0384 

0.0285 

0.0202 

0.0105 

0.0018 

0 


Tabela 6: Przykladowe wyniki eksperymentow rzucania monetep Oznaczenia: n - suma- 
ryezna liezba rzutow, rp, - liezba reszek, n-^ - liezba orlow, Phmin ~ dolna granica praw- 
dopodobienstwa ph hipotezy, phmax ~ gorna granica prawdopodobienstwa hipotezy, phn 
- optymalna reprezentaeja zakresu nicpewnosci prawdopodobienstwa pt (estymata tego 
prawdopodobienstwa), rpj/n = f r h - wartosc prawdopodobienstwa hipotezy obliezona we- 
dlug cz^stosciowej interpretaeji prawdopodobienstwa, A = p hR — rpj/n - roznica mipdzy 
estymaty prawdopodobienstwa okreslon^, na podstawie interpretaeji kompletnosciowej i 
cz^stosciowej. 

Na rys. 11 pokazano zrniany dolnej i gornej granicy prawdopodobienstwa ph oraz 
optymalnej reprezentaeji phR tego zakresu czyli optymalnej estymaty kompletnosciowej. 

Jak pokazuje rys. 11, przy malej liezbie n dowodow (wynikow prob) niepewnosc 
(Phmax — Phmin ) prawdopodobienstwa ph jest bardzo duza, jednak ze wzrostem liczby do¬ 
wodow stopniowo maleje do minimum (do wartosci mozliwego bl§du e = 0.01 w sensie 
wzoru Chernoffa (4)). Takze kompletnosciowa estymata phR prawdopodobienstwa ph w 
miar§ przybywania dowodow stopniowo i bez fluktuaeji d^zy do swej koncowej wartosci 
0.5765 = 531/921. Wiarygodnosc obliezonej wartosci ph = 531/921 wynosi 0.99 co ozna¬ 
eza, ze gdybysmy powtarzali seri§ 921 rzutow 100 razy, to tylko w jednej serii na 100 
wartosc ph obliezona na podstawie wynikow serii b^dzie roznic si£ od dokladnej, praw- 
dziwej wartosci tego prawdopodobienstwa o wi^cej niz 0.01. W tabeli 6 oraz na rys. 11 
przedstawiono przebieg zmian estymaty kompletnosciowej phR dla duzyeh liczb dowodow 
az do n = 921. Natomiast w tabeli 7 przedstawiono kolejne wyniki przykladowej serii 10 
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Rysunek 11: Ilustracja procesu zmniejszania sig zakresu niepewnosci \phmin , Phmax] praw- 
dopodobienstwa ph hipotezy oraz towarzysz^cych temu zmian komplctnosciowej estymaty 
PhR tego prawdopodobienstwa w miar§ powi^kszania si^ lic-zby posiadanych dowodow n 
(wynikow rzutow monet^). 


rzutow rrionet^ wraz z wartosciami obliczonych estymat prawdopodobienstwa. 


n 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

n h 

0 

1 

2 

2 

3 

3 

4 

4 

5 

5 

6 

n h 

0 

0 

0 

1 

1 

2 

2 

3 

3 

4 

4 

Phmin 

0 

0.0011 

0.0022 

0.0022 

0.0033 

0.0033 

0.0043 

0.0043 

0.0054 

0.0054 

0.0065 

Phr 

0.5 

0.5385 

0.5011 

0.5005 

0.5011 

0.5005 

0.5011 

0.5005 

0.5011 

0.5005 

0.5011 

Phmax 

1 

1 

1 

0.9989 

0.9989 

0.9978 

0.9978 

0.9967 

0.9967 

0.9956 

0.9956 

n h 

n 

- 

1 

1 

0.6667 

0.7500 

0.6000 

0.6667 

0.5714 

0.6250 

0.5555 

0.0.6000 

A 

- 

0.4615 

0.4999 

0.1662 

0.2498 

0.0995 

0.1656 

0.0709 

0.1239 

0.0550 

0.0989 


Tabela 7: Wyniki kolejnych 10 rzutow monet^ i odpowiadaj^ce im wartosci dolncj Phmin 
i gornej Phmax granicy estymowanego prawdopodobienstwa ph, wartosci estymaty kom- 
pletnosciowej phR, estymaty cz^stosciowej /r^ = rih/n oraz bezwzgl^dnej roznicy obydwu 
estymat |A| = \p hR - n h /n. 

Na rys. 12 przedstawiono wizualnic przebieg zmian porownywanych estymat PhR oraz 
f rh dla malej liczby dowodow n < 10 podanych w tabeli 7. 

Rys. 12 uzmystawia jak rriaio wiarygodna jest estymata cz^stosciowa przy malej liczbie 
n dowodow. Jezcli posiadamy tylko 1 dowod (n = 1, ‘single case problem’) to estymata 
cz^stosciowa moze miec albo wartosc 1, jak w przykladzie na rys. 12 albo wartosc 0. Ozna- 
cza to, ze estymata ta na podstawie jednego tylko dowodu sugeruje prawdopodobienstwo 
maj^ce character pewnosci, co jest wnioskiem nadzwyczaj pochopnym. Przy wzroscie 
liczby n dowodow estymata cz^stosciowa d^zy wprawdzie stopniowo do dokladnej warto¬ 
sci prawdopodobienstwa ph hipotezy, jednak jej przebieg wykazuje znaczne fluktuacje, co 
oznacza, ze kolcjno dochodz^ce dowody (wyniki rzutow monet^,) dose znaeznie zmicniaj^ 
szacowane wartosci prawdopodobienstwa. Interpretacja cz^stosciowa nic jest tez w stanie 
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P/7 ▲ 

reszki ^ 

0.9 - 
0.8 - 


0.7 

0.6 


0.4 


0.3 

0.2 


0.1 - 

oi-i- 

0 1 


P/jmax - gorna gramca p h 


-jj- - interpretacja cz^stosciowa 


n « Hsec 
n SEc = 921 


p h R- optymalna reprezentacja p h 


p hmin - dolna granica p h n 

1 i 1- 1-1— . L . 4_fc. 

23456789 10 

liczba prob 


Rysunek 12: Przebieg zmian kompletnosciowej estymaty PhR oraz estymaty cz^stosciowej 
f r'h = rih/n w zaleznosci od liczby dowodow dla przypadku malej liczby dowodow n < 10. 

okreslic zadnej wartosci prawdopodobienstwa dla zerowej liczby dowodow (w sytuacji bra- 
ku jakichkolwiek dowodow). Mamy bowiem wowczas do czynienia z dzieleniem przez zero 
- wynik takiej operacji jest nieokreslony. Natomiast estymata kompletnosciowa podaje 
wiarygodny i rozs^dny wynik zarowno dla zerowej liczby dowodow (phn = 0.5), dla przy¬ 
padku jednego dowodu oraz dla kazdej nastypnej liczby dowodow n. Przebieg tej estymaty 
wykazuje minimalne fluktuacje, daleko mniejsze niz w przypadku estymaty cz^stosciowej. 
Estymata kompletnosciowa przypomina wi§c osob§, ktora nie zmienia silnie swych opinii 
z kazdyrn pojedynczym, nastypnym dowodem, lecz czyni to z rozmyslem. Estymata ta 
takze stopniowo, krok po kroku zbliza si§ do dokladnej wartosci prawdopodobienstwa ph, 
co pokazane jest na rys. 11. Przy duzej liczbie n dowodow obydwie estymaty s^, do siebie 
bardzo zblizone, z tym zastrzezeniem, ze estymata cz^stosciowa moze wykazywac znacz- 
ne fluktuacje rowniez przy duzych wartosciach n, natomiast estymata kompletnosciowa 
fluktuaeji takich nie wykazuje. 

Na rys. 13 przedstawiono w widoku z przodu powierzchnia funkcyjn^ zaleznosci praw¬ 
dopodobienstwa hipotezy rozumianego w sensie cz^stosciowej interpretacji prawdopodo¬ 
bienstwa jako wzgl^dna cz^stosc frh = nh/(rih + np). 

Zakrzywiona, nicliniowa powierzchnia zaleznosci /r^ = /(n^, n-p) dobrze wyjasnia dla- 
czego kolcjne potwierdzenia hipotezy h (kolcjne reszki) nie rriaj q. jednakowej istotnosci 
dowodowej. Zaleznie od tego jaka jest pocz^tkowa sytuacja dowodowa (aktualna liczba 
dowodow rih hipotezy oraz dowodow n-p anty-hipotezy dodanie kolejnego pojedynczego 
dowodu powoduje rozne zmiany cz^stosci /r^, co swiadczy o niejednakowym traktowa- 
niu identycznych dowodow przez cz^stosciow^, reprezentacja prawdopodobienstwa. Jak 
zobaczymy dalej, kompletnosciowa reprezentacja traktuje wszystkie dowody w jednakowy 
sposob przykladaj^c do nich identyczna wag§, niezaleznie od tego jaki jest pocz^tkowy 
stan dowodowy czyli pocz^tkowe wartosci rip oraz np. 

Rysunek 14 dobrze obrazuje przyczyn^ nielogicznosci wynikow obliczania prawdopo- 
dobienstwa w sensie wzglgdnej cz^stosci /r^. Powierzchnia funkcyjna zaleznosci frp = 
f(nh, n-p) jest powierzchnia nieliniow^ posiadaj^c^ strefy nieczulosci na swoich brzegach. 
I tak, jesli brak jest dowodow na poparcie anty-hipotezy h (riy = 0) a istniej^, dowody 
na poparcie hipotezy h (ur > 0) to niezaleznie od tego jak duza jest liczba tych dowo- 
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rih n h rij riy 

Ph = — = ——— Ph = — = —-— 

n n h + ny n n h + n-y 

Rysunek 13: Powierzchnia funkcyjna zaleznosci cz^stosci wzgl^dnej frh = rih/n = 
nh/ ( rih+rij -) od liczby potwierdzen rih hipotezy h oraz liczby potwierdzen riy anty-hipotezy 
h. Widok z przodu. 



, n h n h 

J r h = — = -;- 

n n h + ny 


, riy riy 

f r h = — = —-f— 

n n h + n-r 


Rysunek 14: Powierzchnia funkcyjna zaleznosci cz^stosci wzgl^dnej frh = rih/n = 
n h/( n h + n y) hipotezy h od liczby rih potwierdzen hipotezy oraz od liczby riy potwier- 
dzen anty-hipotezy h w widoku z tylu, usec ~ calkowita liczba prob wymagana przez 
kompletnosc ewidencyjn^ SEC. 
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dow, czy rih wynosi 1, czy 2, czy 10, czy 100, prawdopodobienstwo czystosciowe hipotezy 
/r/j = 1 i nie zmienia siy z liczba dowodow rih- Nie widac tu zadnego zwi^zku rniydzy 
liczby potwierdzen hipotezy a jej prawdopodobienstwem. A przeciez logicznym jest, ze 
ze zrnian^ liczby potwierdzen hipotezy jej prawdopodobienstwo powinno siy zmieniac, ze 
nie powinno ono bye stale i niezmienne. Tak wiyc ezystose wzglydna nie odwzorowuje 
prawdopodobienstwa ph hipotezy przy braku potwierdzen (rip = 0) anty-hipotezy. Jak zo- 
baezymy dalej, kompletnosciowa interpretaeja prawdopodobienstwa wady tej nie posiada 
i w sposob logiezny informuje o prawdopodobienstwie hipotezy takze w tym przypadku. 

Na rys. 15 przedstawione s^, jednoczesnie 3 zaleznosci funkcyjne wynikaj^ce z komplet- 
nosciowej interpretaeji prawdopodobienstwa: p hm .in = fi(rih,np), p hm ax = h(n h ,np), oraz 
estymata kompletnosciowa phR = f-i^hprip). Na rysunku tym szczegolnie dobrze widac 
zbieganie siy powierzchni dolnego i gornego ograniczenia prawdopodobienstwa hipotezy 
h oraz jej optymalnej estymaty. Zbieganie tych powierzchni w jedn^, liniy nastypuje przy 
liezbie dowodow n = n h + np = urec wymaganej przez satysfakcjonuj^cy zbior dowodo- 
wy SEC. Wowczas dolna i gorna granica prawdopodobienstwa hipotezy h sumuje siy do 
jednosci niezaleznie od tego jaki jest stosunek ilosciowy liczby potwierdzen hipotezy rih 
oraz anty-hipotezy rip. 


Phmin T Phmax 1 

Jezeli sumaryezna liczba wszystkich dowodow rih + rip — n < tirec to wartosci dol¬ 
nego i gornego ograniczenia prawdopodobienstwa nie sumuje siy do jednosci a istniej^ca 
rniydzy nirni roznica ( Phmax — Phmin ) oznaeza niepewnose naszej wiedzy o prawdziwej war¬ 
tosci prawdopodobienstwa hipotezy ph . Na rys. 16 przedstawiono te same powierzchnie 
funkcyjne w widoku z tylu. 

Rysunek ten dobrze obrazuje oceny prawdopodobienstwa hipotezy przez interpretaeja 
kompletnosciowa przy braku dowodow rip = 0 potwierdzaj^cych anty-hipotezy i przy 
istnieniu (b^dz nieistnieniu) dowodow potwierdzaj^cych hipotezy (rih ^ 0). Ze wzrostem 
liczby potwierdzen rih hipotezy rosnie minimalna wartosc phmin hipotezy (co jest logiezne), 
nie zmienia siy natomiast gorna wartosc ograniczenia Phmax co wynika z kolei logicznic z 
faktu, ze liczba potwierdzen anty-hipotezy rip = 0 nie zmienia siy (jest stala i rowna 0). 

Brzegowe, specjalne sytuacje oceny prawdopodobienstwa jeszcze lepiej obrazuje i wy- 
jasniaj^ rys. 17 i rys. 18. Na rys. 17 przedstawiona jest porownanie ocen prawdopodobien- 
stwa hipotezy ph przez interpretaejy kompletnosciowa i czystosciowe w sytuacji specjalnej, 
gdy istniejej. dowody potwierdzaj^ce hipotezy (rih ^ 0) ale brak jest jakichkolwiek dowo¬ 
dow potwierdzaj^cych anty-hipotezy, to znaezy rip = 0. Przykladem takiej sytuacji jest 
sytuaeja lekarza, ktory bada prawdziwosc hipotezy h\ ‘regularne uprawianie sportu zapo- 
biega otylosci’ i ktory w swej bazie danych posiada dane np. 10 osob, ktore uprawiaje 
sport i se szczuple, potwierdzaje wiyc hipotezy h lekarza (rih = 10). Jednak lekarz nie 
posiada na razie w swej bazie danych przykladow osob potwierdzaj^cych anty-hipotezy 
NOT h = h, ktore mirno regularnego uprawiania sportu nie se szczuple, a wiyc liczba po- 
twierdzen anty-hipotezy rip = 0. Czy lekarz na tej podstawie ma wnioskowac ze regularne 
uprawianie sportu na pewno i w kazdyrn przypadku zapewnia szczuplosc? To znaezy, czy 
ma wnioskowac, ze ph — 1 a pp = 0? Powyzszy przyklad dobrze jest mice przed oczami 
czytaj^c podane w dalszym ci^gu analizy. 

Jak pokazuje rys. 17a, kompletnosciowa interpretaeja wraz ze wzrostem liczby potwier- 
dzen rih hipotezy w logiezny sposob generuje coraz wyzsze wartosci dolnego ograniczenia 
prawdopodobienstwa hipotezy Phmin nie zmieniajq,c jednoczesnie wartosci ograniczenia 
gornego Phmax, ktore jest zalezne od liczby potwierdzen rip anty-hipotezy. Poniewaz liczba 
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potwierdzenia 

anty-hipotezy 


n h n K 

Phmin Phmax J- 

nsEC n SE c 

Phmin ~t~ Phmax 1 1 

PhR = -~- = 7; + o- 

2 2 2 risEC 

Rysunek 15: Powierzchnie zaleznosci funkcyjnych prawdopodobienstwa hipotezy h gene- 
rowanych przez kompletnosciow^ interpretacj^ prawdopodobienstwa w wicloku z przodu, 
powierzchnia dolnego ograniczenia Phmin = f\( n h, n h), powierzchnia optymalnej estymaty 
PhR = f 2 (n h ,rv^), powierzchnia gornego ograniczenia p hmax = Mn h , n-^). 


A 



Rysunek 16: Powierzchnie funkcyjne zaleznosci wynikaj^cych z komplctnosciowej inter- 
pretacji prawdopodobienstwa: p hmm = f\(n h , ny), p hmax = h{n h ,n^ oraz estymata kom- 
pletnosciowa PhR = n p) w widoku z tylu. 
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Phmin = nh/nsEC Phmax = 1 {nh/nsEc) 

PhR 0 -5 (Phmin H~ Phmax ) 0.5 0.5 ('U/j Wjf) / TIreC 

fr h = n h /n = n h /(n h + njf) 

Rysunek 17: Porownanie szacunkow prawdopodobienstwa hipotezy ph generowanych przez 
kornpletnosciowc| (a) i przez czystosciow^ (b) interpretacjy prawdopodobienstwa w sytuacji 
istnienia potwierdzen hipotezy h (rp, > 0 ) oraz caikowitego braku potwierdzen anty- 
hipotezy h (riy = 0 ). 

ta jest stala i rowna 0 wartosc Phmax tez jest stala i rowna 1 , zgodnie ze wzorem podanym 
na rysunku. Natomiast czystosciowa interpretacja pokazana na rys. 17b nic reaguje w 
ogole na wzrost liczby potwierdzen nh hipotezy h generuj qc stal^ wartosc estymaty praw- 
dopodobienstwa frh = 1, co jest nielogiczne. Dodatkowo, estymata czystosciowa nie jest 
w stanie przypisac zadnej wartosci prawdopodobienstwa dla stann dowodowego rth = 0 
oraz rij t = 0 bowiem mamy tu do czynienia ze stanem nieokreslonym dziclcnia przez zero. 
Natomiast interpretacja kompletnosciowa generuje dla tej sytuacji wiarygodmj. estymaty 
prawdopodobienstwa 0.5 (w sensie optymalnej reprezentacji przedzialu niepewnosci, ktory 
jest tu maksymalny i rowny 1 ). 

Na rys. 18 przedstawiono porownanie prawdopodobienstw generowanych przez inter¬ 
pretacjy kompletnosciowa oraz czystosciowa dla sytuacji odwrotnej niz przedstawiona na 
rys. 17, w ktorej istniej^ jedynie dowody na potwierdzenie anty-hipotezy (dominacja or- 
la), tzn. riy > 0 , a brak jest calkowicie dowodow na poparcie hipotezy (dominacja reszki) 
tzn. nh = 0 . Innym przykladem o ktorym warto parniytac czytaj^c podane dalej analizy 
teoretyczne moze bye przyklad poliejanta badaj^cego prawdziwosc hipotezy h: „Kierowca 
jezdz^cy bardzo szybko powoduje wypadki”. Zalozmy, ze poliejant na razie ma w swojej 
bazie danych przyklady 10 kierowcow, ktorzy jezdz^, bardzo szybko i mirno to nie rnieli 
dotychczas wypadku (sq, to przyklady p 0 pieraj 3 .ee anty-hipotezy, a wiyc mamy ny = 10 ) a 
nie posiada zadnych przykladow kierowcow, ktorzy jezdz^ szybko i wywolali wypadki. Nie 
ma wiyc na razie przykladow potwierdzaj^cych hipotezy, tzn. Tp, = 0. Czy poliejant ma na 
tej podstawie wnioskowac (jak sugeruje czystosciowa interpretacja prawdopodobienstwa), 
ze szybka jazda nigdy (z prawdopodobienstwem 1 ) nie powoduje wypadkow? 

Rysunek 18a pokazuje, ze poniewaz liezba potwierdzen hipotezy rp,, = 0 (jest niezmien- 
na i rowna 0 ) to minimalne prawdopodobienstwo Phmin tej hipotezy tez jest rowniez stale i 
rowne zero (Phmin = 0). Na pocz^tku, przy braku i przy malej liezbie potwierdzen ny anty- 
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n SEC n = tlh 

n h = 0 


Phmin = nh/riSEC Phmax = 1 {nh/nsEc) 

PhR 0.5 (phmin “0 Phmax ) 0.5 + 0.5(77,/,, TVj f) / hi SEC 

fr h = n h /n = n h /(n h + njf) 

Rysunek 18: Porownanie szacunkow prawdopodobienstw generowanych przez komplet- 
nosciow^ (a) i przez cz^stosciow^ (b) interpretacja prawdopodobienstwa w specjalnym 
przypadku istnienia jedynie dowodow potwierdzaj^cych anty-hipotez§ (ny/i > 0) oraz 
calkowitego braku dowodow potwierdzaj^cych hipotezy (rp, = 0). 

hipotezy maksymalne prawdopodobienstwo hipotezy Phmax jest wysokie. Jednak w miar§ 
jak wzrasta liczba n-^ potwierdzen anty-hipotezy, mozliwe maksymalne prawdopodobien¬ 
stwo hipotezy rnaleje, co jest logiczne, bowiern potwierdzenia anty-hipotezy znmiejszajg, 
potencjalne szanse hipotezy. Natomiast w przypadku interpretacji cz^stosciowej przed- 
stawionej na rys. 18b niezaleznie od liczby potwierdzen n-^ anty-hipotezy, ktore przeciez 
zmniejszajq, szanse hipotezy, interpretacja ta sugeruje stalq,, zerow^, wartosc estymaty f rh 
prawdopodobienstwa hipotezy. Zjawisko to mozna zinterpretowac nast^puj^co: ‘poniewaz 
nic mam dowodow na poparcie hipotezy to calkowicie wykluczam nawet cz^sciow^ jej 
prawdziwosc’. 

7 Podsumowanie 

W wykladzie przedstawiono now^, kompletnosciowa interpretacje prawdopodobienstwa, 
ktora nie posiada szeregu wad najcz^sciej obecnie stosowanej interpretacji cz^stosciowej. 
W szczegolnosci, interpretacja kompletnosciowa w wiarygodny sposob modeluje prawdo- 
podobienstwo dla pewnych krytycznych i specjalnych sytuacjach, takich jak mala liczba 
probek (dowodow) oraz braku dowodow potwierdzaj^cych prawdziwosc jednej z hipotez. 
Interpretacja cz^stosciowa nie potrafi w tych sytuacjach podac akceptowalnych wartosci 
prawdopodobienstwa. A wlasnie z przypadkiem rnalej liczby probek b^dz tez ich bra- 
kiern (luki informacyjne [20]) cz^sto spotykamy si§ w problemach rzeczywistych. St^d za- 
kres zastosowania interpretacji kompletnosciowej jest znacznie wi^kszy niz cz^stosciowej, 
ktor^, mozna stosowac dopiero przy wi^kszej liczbie probek. Kompletnosciowa interpre¬ 
tacja prawdopodobienstwa uzmyslawia nam, ze w wielu wypadkach nie mozna poznac 
jego dokladnej wartosci a jedynie jego doln^ i gorn^, granic§. Oznacza to cz^sciow^ nie- 
pewnosc i nieokreslonosc prawdopodobienstwa. W wykladzie przedstawiono interpretacja 
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kompletnosciowq w wersji dla najprostszego przypadku binominalnego, to znaczy przy- 
padku dwoch hipotez H — {h , NOT h}. Wychodz^c z tego przypadku interpretacjq kom- 
pletnosciowa mozna rozszerzyc na przypadek trinomialny, tetranomialny, quintonomialny, 
..., multinomialny. 
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